AR 201680

Interprétations géométriques de la théo-
rie des substitutions de n lettres, parti-
culiérement pour n=3, 4, 5, 6, en rela-
tion avec les groupes de I’ Hexagramme
mystique. ()

(Par J. VEroxnese, & Padoue.)

PREAMBULE.

. ’

L Académie royale de Belgique pour le concours de 1879 et pour celui
de 1881 avait proposé, comme question & résoudre, la généralisation des pro-
priétés de 1’hexagramme mystique.

L’énoncé de la question pour 1881 était le suivant: Etendre, autant que
possible, les théories des points et des droites de StEiNEr, Kmrman, CaviEy,
Satuox, Hrsse, BAvEr auzx proprictés qui sont pour les courbes supérieures,
pour les surfaces et pour les courbes gauches les analogues des théorémes de
Pasoar et de Briaxncrox.

(*) Dopo aver preso cognizione di questo importanie lavoro, siamo lieti che I'egregio
Autore abbia aderito ad affidarne la pubblicazione alla direzione degli Annali. Noi ci aste-
niamo dall’indagare le cause per le quali un lavoro cosl originale non abbia trovato mag-
gior favore presso la Commissione dell’Accademia Reale delle 8cienze di Bruxelles, e d'al-
tronde ad esse si accenna sufficientemente nel preambolo; non possiamo perd dissimulare
anche in questa occasione una nosira antica convinzione, che le Accademie provvedono
male all'incremento delle scienze, sia col proporre temi troppo speciali, sia col costringere
gli Autori a seguire un indirizzo ed un piano stabilito a priors nella soluzione dei medesimi.

F. Brioscsr.
Annali di Matematica, tomo XI. 18
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(Voir, pour ces derniers, les travaux de MM. Cremona, P. Serrer et FoL) (¥).

Sur I'invitation en quelque sorte de M. Forie, membre de 1’Académie de
Belgique, je me suis présenté au second concours avec un Mémoire de 150
pages environs qui portait pour devise:

« Les groupes de U Hexagrammum mysticum donnent une expression géo-
métrique particuliére bien simple et élégante des groupes des substitutions de
six lettres. »

Cette devise était reproduite dans un billet cacheté renfermant mon nom et
mon adresse (**).

L’Académie royale de Belgique dans le mois de décembre 1881 a adopté
les conclusions de Monsieur le rapporteur FoLig, auxquelles s’étaient ralliés les
deux autres Commissaires, Cararan et pE TiLy.

Je reproduis le rapport entier de M. Fore, accompagné de mes commen-
taires, afin que le lecteur puisse mieux le comprendre et voir de quelle fagon
on a jugé mon travail.

« La question proposée, accompagnée surtout du renvoi aux travaux de

(*) Je remarque, dans I'intérét du lecteur, que dans I'hexagramme il n’existe pas de.
points ou de droites qui soient désignés sous le nom de Hesse ou de Bauer, comme le
ferait croire la rédaction méme de la question.

(**) Comme j’avais envoyé & M. FoLik un exemplaire de mon Mémoire sur I’ hexagramme
mystique de 1877, il m’écrivit aussitdt 1a lettre suivante:

Monsieur,

J’ai parcouru avec beaucoup d'intérét les brochures que vous m'avez fait ’honneur de
m'envoyer et, en parliculier, votre Mémoire sur I’hexagramme mystique, dans lequel se
trouve résolue la premiére partie de la question que j’avais posée & I’Académie de Bruxelles
our 1879.
P J'ai insisté, en conséguence, pour que la seconde partie de la question restdt au pro-
gramme de concours pour 1881. La Classe des sciences, dans sa séance d’hier, a adopté
ma proposition et m'a chargé de la rédaction de la nouvelle question.

Jo m'empresse de vous en informer et de vous envoyer cette rédaction, persuadé que,
par vos travaux antérieurs, vous étes fort & méme de la résoudre.

En méme temps je vous adresse deux brochures dont j'ai fait des tirés & part et qui
pourront en partie vous servir de guide.

Agréez, etc.
Liége, 4 janvier 1380, ) Fouix.

Je remarque que M. Forik ne dit pas vous devront, mais vous pourront servir de guide.
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» MM. Cremona et P. Serrer ainsi qu'aux miens, ne nous semble gure suscep-
» tible d’un sens amphibologique. '

» Dans nos fondements d’une géométrie supérieure cartésienne, nous avons
» fait voir que si le théoréme de Pascan s'énonce sous cette forme:

»n Les cotés opposés de deux trilutéres conjugués inscrits & une conique se

n coupent en trois points situés en ligne droite, le théoréme analogue s'énon-
» cera, pour les courbes du 3™ ordre:

» Les cités opposss de deux quadrilatéres conjugués inscrits & une courbe du
» 3me ordre se coupent en quatre points situés en ligne droite, et, pour les
» surfaces du 3™° ordre:

» Les faces opposces de deux tétraédres comjugués inscrits & une surface
» du 3™¢ ordre se coupent suivant quatre droites situées dans un méme plan.
» Ces extensions du théoréme de PascaL, jointes & celles que nous en avons
» données pour d’autres courbes planes ou gauches, indiquaient bien clairement
» le sens de la question de concours. Or le titre seul du Mémoire envoyé en
n réponse & la question montre que ce n’est pas dans ce sens qui I'Auteur a
» voulu D'entendre.

» Et cependant il n’ignorait pas que ce sens était bien le véritable; la preuve
» en est qu'il a recherché I'extension proposée pour le cas des courbes gauches
» du 3™ ordre, parce que sa théorie s’appliquait & ce cas, tandis qu'il a laissé
» de cdté les extensions aux courbes planes et aux surfaces d’'un ordre supé-
» rieur au second, par la raison contraire.

» Toute sa théorie, en effet, repose sur le 2! ordre, et ne peut en général
» g'étendre au deld que dans un espace & plus de trois dimensions, ce qui ne
n rentre nullement dans la question proposée (*).

(*) J'ai étendu les groupes de 1’hexagramme & 6 points d’une cubique gauche au moyen
du théoréme de CHasLs et CreEMoxa directement de la figure méme de I'hexagramme par le
principe de projection; mais cette méthode n'a rien de commun avec celle dont je me suis
servi dans presque tout mon travail.

J'ai appliqué I'extension aux courbes et aux surfaces supérieures, car je I'ai fait pour
toute configuration de n points du plan et de 1'espace linéaire & trois dimensions, et, par
conséquent aussi, pour toute courbe et surface de ces espaces.

Il n’est pas vrai que ma théorie ne puisse s'étendre que dans un espace & plus de trois
dimensions. M. FoLis n'a pas méme fait attention au passage « Bien qu'il soit déja trds
intéressant, etc.» de ma préface, duquel résulte trds clairement que je me sers en général
des espaces & n dimensions comme moyen et non pas comme but, pour étudier les figures
de I'espace ordinaire et du plan. Pourtant celle-ci est une des idées fondamentales de mon
travail.
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» Celle-ci est-elle susceptible d’une solution générale?

» Evidemment non; et les termes mémes de la question, « étendre autant
» que possible », prouvent que 1’Académie ne demandait pas une solution de
» 'espéce.

» Mais ce qu’elle voulait, c’est qu’on étendit, dans les limites du possible,
» aux courbes et aux surfaces d’ordre supérieur les conséquences, déduites par
» les géomeétres modernes, de la propriété de I’hexagramme mystique.

» Or, cette extensions peut se faire, au moins dans des cas particuliers; nous
» signalerons, par exemple, les points d’inflexion d’une courbe plane du 3™°
n ordre comme l'un d’entre eux; et nous ne doutons nullement qu’il en existe
» de semblables dans les courbes d’un ordre supérieur.

» Pour les surfaces du 3™ ordre, nous pensons méme que l'extension de-
» mandée est susceptible de la plus grande généralité (*). '

» Tel était donc le point de vue auquel on devait d’abord se placer pour
» traiter la question proposée (**).

» Aprés cela, rien n’aurait empéché de I'étudier & d’autres points de.vue
» et, en particulier, & celui d'ol I’Auteur du Mémoire I'a examiné, quoique
» son interprétation soit peut-étre, entre toutes, celle qui est la moins suscep-
» tible de généralisation (***).

(*) 11 est impossible, comme je le démontrerais dans une note de ma préface, de faire
P’extension demandée au moyen des 9 points d'inflexion d’une courbe du 3™ ordre par des
quadrilatéres conjugués inscrits & la courbe, tandis que peur les surfaces du 3™e ordre
on obtient 1’extension donnée par Cremoxa (Teoremi stereometrici dai quali 8i deducono le
proprietd dell’ esagrammo di Pascal. Atti della R. Acc. dei Lincei, 1877). Les plans, aux-
quels donnent lieu les couples des tétraddres conjugués inscrits & une surface du 3™® ordre,
qu’on obtient en considérant les 27 droites de la surface, ne sont autres que les plans de
Priicker du Mémoire de Cremoxa.

(**) Je demande pourquoi M. ForLik n’a pas dit ici que je devais aussi me placer aux
points de vue de MM. Cremoxa et P. Serrer. La preuve que je n’étais pas obligé de suivre
ses extensions, je la vois aussi dans la lettre, ol il me dit: mes mémoires vous pourromt
et non pas vous devront servir de guide.

(***) Donc M. Fouie convient qu’on pouvait se placer & mon point de vue pour étudier
la question; il convient aussi, plus loin, que mon travail a des mérites trés réels pour les
apergus nouveaux, pour les interprétations intéressantes et enfin pour la méthode féconde
qu’il expose; mais pourquoi donc dit-il & la fin de son rapport que j'ai écrit mon travail a
propos de la question proposée et non en réponse & cette question? 8'il n'y a pas de doute
sur le mérite du travail, et si ’on peut se placer & mon point de vue pour traiter la question,
comment peut-on dire aprés cela que je n’ai pas traité la question? M. Forie devait dire
franchement: le travail soumis & notre examen résout la question, mais & un autre point
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» Aussi n’a-t-il gudre réussi qu'a reproduire, d’une manitre originale, les
» résultats que M. VEroNEsE a obtenus, par une voie élémentaire, dans un
n Mémoire dont le travail actuel est un commentaire fort intéressant (*).

» Ce travail est assurément I'ceuvre d’'un géometre distingué, qui nous semble
» avoir particulidrement étudié les maitres italiens et avoir un peu négligé
» I'étude des courbes supérieures auxquelles la question se rapportait sur-
» tout (**).

» Qutre les théordmes déjd connus, il renferme un grand nombre d’'idées
» neuves et originales, et méme, comme nous I'avons dit plus haut, quelques
» unes des généralisations demandées; mais il ne semble pas avoir été écrit
» dans le but de saisir, dans toute son étendue, le probleme proposé (***).

» Nous croyons superflu de faire, de son travail, une analyse détaillée qui ne
» serait, & peu de chose prés, que la reproduction de celle que I’ Auteur a ex-
» posée sous forme de préface, ou de présenter des observations de détail, qui
» ne seraient pas de nature & éclaircir la Classe sur la valeur du Mémoire. Il
» en est une cependant que nous ferons dans I'intérét du lecteur: c’est qu'il
» 8’y rencontre certaines dénominations proposées par BarraecLmv, et qui ont
nle tort de créer une homonymie regrettable. Celle d’involution, par exem-
» ple, qui est prise dans un sens tout & fait différent de celui que PoxcErer,
» pE Jonquuires, Hesse, Cresscr, CavyLEY, SaLmon, etc., ont attribué a cette

de vue, qui n'est pas le ndtre, et par conséquent, il ne mérite pas le prix. Cela du reste
résulte trés clairement de tout son rapport.

A régard de ma méthode je dirai seulement qu'elle ne se lame peut-étre pas générahner
car elle est déjad trés générale. Dans ma préface j'ai dit: « La méthode que je suis est
trés générale et peut s’appliquer & I'étude d’une configuration quelconque. »

(*) Certes jeo suis parti de mes résultats, mais cela ne signifie point que je les ai re-
produits; par la table méme des matidres on peut se convaincre que les résultats de mon
travail actuel sont presque tous nouveaux et qu'ils ne sont pas une reproduction, si ori-
ginale qu’on la suppose, de ceux de mon Mémoire sur I’hexagramme mystique, de 1877.

(**) 1l n'ignorait pas que j’avais !'intention de prendre part au concours et il savait
bien que 1’unique concurrent ¢’était moi, puisqu’il n’y en avait pas d’autres. Mais M. Forin
se trompe lorsqu’il dit qu’il résulte de mon travaeil que j’ai étudié particulidrement les
maftres italiens, car je me suis servi seulement de mon Mémoire sur I’hexagramme my-
stique, de 1877, des travaux de MM. P. Szrekr, Jorpax pour la théorie des substitutions
ot de ceux de M. KrEix sur la théorie des complexes lindaires des droites, deux & deux
en involution.

(***) Le lecteur pourra voir, par la table des matiéres, que je traite la question de fond
en comble et que si au commencement j’ai I’air d’y étre étranger, c'est parce que j'ai
d’abord exposé les théories générales qui devaient me conduire aux extensions demandées.
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» expression, dans le sens de I'homographie cyclique des géometres alle-
» mands (*).

» En résumé, nous nous trouvons en présence d’un travail remarquable, qui
» mérite certainement d’étre accueilli dans les Mémoires de I’Académie, &
» cause des apercu nouveaux, des interprétations intéressantes, de la méthode
» féconde enfin qu’il expose.

» Il a le défaut seulement, d’avoir été écrit non pas en réponse & la ques-
» tion proposée, mais & propos de cette question.

» Si le but de I’Académie n’avait été que de provoquer un travail original,
» celui-ci mériterait le prix.

» Mais nous ne devons pas oublier qu'un des buts de la question posée par
» la Classe était d’engager les jeunes géometres dans la voie qui a été ouverte,
» dans nos Mémoires mémes, par I'extension des théorémes fondamentaux de
» la géométrie supérieure aux courbes et aux surfaces d’un ordre élevé, et de
» provoquer, dans cette voie, des recherches qui complétent celles de 1’école des
» géometres belges, selon I'expression de CrasLEs.

» Or nous venons de le voir, ’Auteur n’a presque rien tent¢ dans cette
» voie; il s'est borné & suivre la sienne propre (**).

(*) Avant tout je ferai observer que si M. FoLiE ne voulait pas donner une analyse dé-
taillée de mon travail, il devait au moins dire en quoi consiste ma méthode et quels sont
les résultats principaux que j'ai obtenus, pour démontrer ensuite que je n'ai pas résolu la
question; tandis que cela ne ressort pas le moins du monde de ce rapport. C’est pourtant
ainsi qu’en agissent tous les rapporteurs d’Académie, qui indiquent en peu de mots la mé-
thode suivie par I’Auteur pour pouvoir en conclure si le Mémoire mérite ou non le prix.
En effet, on lit dans I’Annuaire méme de I’Académie royale de Belgique de 1881 & I'ar-
ticle 21 sur les publications: « Les rapports des commissaires, qui devront présenter um
apercu de ce que ces mémoires contiennent de plus remarquable, peuvent étre imprimés dans
les Bulletins. » Mais on voit facilement d’aprés les notes précédentes et d’aprés ce que dit ici
M. Fouig qu’il lui était impossible de faire un tel aper¢u. Ce qu'il dit, en effet, sur I’invo-
lution est tout & fait contraire & la verité, car je ne me suis jamais servi dans mon travail
d’avcune dénomination proposée par Barraauimi. J'ai étendu I'idée de I'involution aux
espaces & plus de trois dimensions, prise dans le sens commun (Collinéation ou homologie
en involution, lorsque le rapport anharmonique de 1’homologie est égal & — 1.) et non dans
le sens de Barragrixi (Voir, en effet, le théor. I de mon Mémoire ci-aprés). Mais ce n’est
pas tout. Le n.° 4 de mon travail a pour titre Homographies cycliques. Ce titre seul suffit
pour démontrer que dans mon Mémoire 1'idée de I'involution et celle des homographies
cycliques sont bien distinctes.

Bi M. FoLis s’est trompé ainsi dés le début de mon travail, il est facile de comprendre
ou d’admettre qu'il n’a pu étre en harmonie avec le reste.

(**) Mais cela n’entre nullement dans le programme du concours. Du reste je demande
pourquoi il n’a pas dit que les autres buts de I'Académie étaient de faire compléter les
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» La question reste donc entidre.

» Notre intention formelle est de proposer ultérieurement & la Classe de la
» maintenir au programme du concours.

» Nous ne pouvons, dans ces conditions, déclarer que le travail soumis & notre
» examen mérite le prix.

» Nous ne voulons pas non plug proposer une mention honorable pour I'Au-
» teur, récompense qui ne nous semblerait pas proportionnée aux mérites trés
nréels de son travail..

» En conséquence, nous avons 1'honneur de proposer & la Classe d’ordonner
» que le Mémoire soit imprimé, si I'Auteur veut y consentir, dans les volumes
»in 4° et d’adresser & celui-ci des félicitations et des remerciments bien mé-
» rités. »

N’est-il pas étrange que dans un rapport qui juge mon Mémoire digne
d’étre accueilli parmi les mémoires de I'Académie mais non conforme au con-
cours, on ne donne aucune idée de ce qu’il contient? N’est-il pas étrange
qu'on ne dise rien pour informer le lecteur des résultats obtenus? N’est-il pas
étrange que lorsque le rapport parle de mon travail on se trompe toujours?

Une chose seule résulte trés clairement du rapport: le prix n'a pas été ac-
cordé au Mémoire parce qu'on n'y a pas tenu compte des travaux géométri-
ques de M. Fou, suivant que le pensait I'auteur du programme.

Ce n’est pas pour la perte du prix mais dans I’espérance d’une sentence
plus juste, que j'en appelle du jugement de M. Fouie et de I’Académie royale
de Belgique & celui de tous ceux qui s'occupent des sciences mathématiques.

De méme que je ne puis accepter la décision de I'Académie belge, de méme
je ne puis consentir & I'impression de mon travail dans les mémoires de I’ Aca-
démie et, par conséquent, je ne peux pas accepter en I'état de cause les féli-
citations et les remerciments qu'elle veut bien m’adresser.

J’ai demandé 1'hospitalité aux Annali di Matematica dirigés par Monsieur
le Sénateur et professeur Brioscmr, et je remercie I'illustre directeur de me
I'avoir accordée.

recherches des écoles italienne et frangaise (& la premidre desquelles appartiennent aussi
mon travail sur I’ hexagramme, de 1877, et ceux de MM. Cuauoxa, BarLaviTis et CaPORALI)
puisque dans le programme du concours il a cité en premier lieu les travaux de MM. Crx-
moxa et P. SBerrer.
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Que les gens compétents et impartiaux lisent entitrement mon Mémoire et
qu’ils relisent ensuite le rapport de M. FoLie avec mes commentaires. J’ose
espérer qu'ils partageront ma conviction:

1.° que j'ai été jugé trés légerement par qui n’a pas lu ou n’a pas com-
pris mon travail;

2.° que la voie que j'ai suivie est précisément celle qui, dans 1'état actuel
des connaissances géométriques, se présentait comme la plus féconde en résul-
tats nouveaux et intéressants, et la plus propre & une véritable généralisation
de I'hexagramme de Pascar, sinon selon la pensée et le désir de I'auteur du
programme,” au moins selon I'esprit et I'état de la science;

3.° qu'on ne peut m’imputer & reproche si une telle voie est neuve et
originale, au lieu d’étre celle que M. Forie prétend avoir découverte et indi-
quée aux géometres de I’avenir.

propos de cette derniére voie je me bornerai & la déclaration suivante:

J'ai lu et j’ai examiné les Fondements d’une géométrie supérieure Carté-
stenne et les autres mémoires de M. Forie pour les utiliser dans la solution de
la question proposée; mais j'ai d@ bient6t me convaincre que par cette voie
je n’aboutirais & aucune conclusion sérieuse. Les Fondements de M. FoLk ne
contiennent aucune nouveauté de méthodes, de théories ou de théorémes; tout
ce qu’il a exposé avec une grande pompe de phrases, est évidemment contenu
dans les ceuvres de PoxnceLer (*), et se réduit a des cas particuliers de théorémes
déja donnés par Geraonne (**) et par PoxnceLer (***), développés par pe Jox-

(*) Analyse des transversales, ete. Journal de CrELLE, vol. 8, 1831. T'raité des propriéiés
projectives. 11 Ed., 1866.

La théorie de I'involution donnée par les m points d’intersection d’une transversale quel-
conque avec les courbes ou les surfaces d'un faisceau A 4 1B =0, était déjd connue par
PoxceLer méme en 1830, quoiqu'il I'ait publiée seulement dans la 2‘ édition de son traité
en 1866, tandis que pE JoxquikrEs avait publié son Mémoire sur 1’involution dans ce méme
journal en 1859.

(**) Annales de mathématique, tome 17.

(***) Traité des propriétés projectives. Pour I'extension du théoréeme de Desamaurs voir
les n.°* 253, 258, 259, 266, 278, et pour ’extension du théoréme de Pascan voir en outre
les n.%® 154, 227, 296, 297.

L'heureuse analyse de M. Forig, comme il ’appelle dans ses Fondements, se base tou-
jours sur des équations de la forme A+)2B=0, od 4 et B sont deux courbes ou deux
surfaces réductibles oun irréductibles du m™ ordre.

Il y a aussi dans ses Fondements des contradictions dont je donne ici quelques exemples,
Pour la généralisation de I'idée de l'involution quadratique, dans une note de sa préface.
pag. 2, il dit:
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quitres et par d’autres géométres toujours avant qu’il leur arrivit la grande
fortune d’étre retrouvés et retouchés par le mathématicien de Litge.

Padoue, juillet 1882,

« Depuis que ce travail (ses Fondements) a été écrit nous avons trouvé dans la nouvelle
» édition du T'raité des propriétés projectives de PosceLkr (t. 2, pag. 240 et suiv.) cette
» extension de¢ I'idée de V'involution, qui ne parait pas avoir ¢té remarquée des géométres,
» malgré sa haute importance (1870) » tandis que, aprés avoir donné la premiére générali-
sation du théoréme de DEesarcues (pag. 15), il dit:

« On voit clairement par I pourquoi I'involution de six points, la seule connue jusqu'd
n ce jour, etc.»

Et & pag. 31:

« Nous ne pouvons pas mettre les équations générales des courbes d'un ordre supérieur
» au cinquiéme sous la forme

geeebamr=k3".0 80y
» qui nous a conduit & appliquer 1’extension que nous avons donnée & 1'idée de P’involution.

« Par quoi faudra-t-il remplacer 1'involution dans ces courbes? C’est 1& un probléme qui
» mérite certainement de faire I’ ohjet des efforts des géométres et sur lequel nous appelons
» leur attention. »

Il paraitrait que M. FoLiE n’a pas méme lu 1’endroit du traité de PoxceLer qu'il cite,
car Poxcerer a étendu linvolution aux faisceaux de courbes ou de surfaces d’un ordre
quelconque. )

Voici maintenant quelques exemples de ’art de phraser de M. Forie. Aux pages 3, 4,
il dit:

« On nous répondra peut-6tre avec Poixsor que c’est une heureuse analyse qui nous a
» conduit & ces résultats; nous fuisons si peu difficulté de le reconnattre que nous sommes
» étonné que DEscarTes lui-méme, lorsqu'il a fait cette découverte splendide qui renfermait
» en germe toute I'analyse moderne, ou les géomdtres qui lui ont succédé, n’aient presque
» fait aucun usage de I’idée qui nous sert de point de départ.»

Cette heureuse analyse, comme nous venons de le voir, est basée sur des équations de
la forme 4 4+ AB =0 déja connues.

« Le titre méme de notre travail indique suffisamment que nous n’avons voulu que poser
» les bases d’une méthode qui conduit aux plus belles propriétés de la géométrie supérieure.

» Déduire les corollaires de nos théordmes serait une entreprise qui exigerait peut-étre
» des années de travail.

» C'est 12 un champ que nous ne faisons que défricher et sur lequel ceux qui voudront
» poursuivre ces recherches sont certains de faire une ample moisson de découvertes.»

Et & la fin du premier livre (pag. 78) nous lisons:

« Nous avons, dans le livre qui précéde, étendu au moyen d’une analyse fort simple les
» théorémes fondamentaux de la haute géométrie aux courbes supérieures planes, pour les-
< quelles la plupart de ces théorémes n’avaient pas encore été décourverts, malgré la
» profondeur et la pénétration des géometres. »

Annali di Matematica, tomo XI. 14
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MEMOIRE®?

’

PREFACE.

La question & laquelle j'essaie de répondre par le présent travail est trés
vaste et semble tout d’abord tres difficile. Le probléme peut étre envisagé sous
beaucoup de manieres différentes. Jusqu'ici on a proposé déja bien des ana-
logies au théortme de Pascar; mais remarquons qu’en général pour déterminer
ces propriétés, que I’on considére comme de méme nature, on est obligé de ne
prendre en considération dans I’ Hexagramme mystique qu’un ordre de pro-
priétés et mon pas I’ensemble; citons & I'appui les théorémes de Cuastes et de
M. P. Serrer sur les surfaces du 2' degré et ceux considérés par M. FoLe
pour les courbes et pour les surfaces d’ordre supérieur dans ses fondements et
ailleurs (2).

Les groupes des droites de Pascar, des points de StENER, des 6 figures I,
des points de Kirkmaw, des droites de CavrEy, etc., et des systémes infinis [Z 2]
de 60 droites z et de 60 points Z (od m est un nombre entier positif quel-
conque). Pour m =1 le systtme [Z2],, devient le systtme de Pasoar-Kirk-
MaN (°) dépendant uniquement de ce que I'on peut permuter de toutes les
maniéres possibles les 6 points fondamentaux de la conique.

(') Ce Mémoire est identique & celui que j’ai envoyé & I’Académie royale de Belgique,
sauf quelques corrections de forme, qui du reste ne changent en rien le sens. Je joins main-
tenant & certains points du travail des notes complémentaires en renvois, distinguées par
des numéros des notes primitives indiquées par des astérisques.

(*) Je dois avertir que mon intention n'était pas d’afirmer que les théorémes indiqués
par M. Forie sont de lui.

(®) A., Nuovi teorems sull’ Hexagrammum mysticum. (Atti della R. Accademia dei Linocei,
1877). Théorémes XII, XLIX.
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Ainsi en permutant les 6 points on obtient en tout 720 permutations corres-
pondant 12 3 12 aux 60 hexagones, qu’'on peut former avec les 6 points, ou
bien aux 60 droites de Pascar.

On voit done, que la théorie des grompes de 1’Hexagramme w’est qu’une
oxpression géométrique partienlidre de la théerie des substitutions de six
lettres.

C’est 1a I'idée fondamentale qui nous guidera dans tout notre travail. Or,
en examinant & ce point de vue les propriétés que I'on considére comme ana~
logues du théoréme de Pascar, j'avoue n’avoir pu trouver de groupes analo-
gues & ceux de I'Hexagramme. Cette difficulté insurmontable résulte de ce que
les éléments fondamentaux, sur les courbes et sur les surfaces, donnés par ces
propriétés ne sont pas arbitraires, comme le sont les 6 points sur la conique,
et qu'en effectuant des permutations de ces éléments les propriétés ne subsis-
tent plus (*).

Je donne quelques exemples:

Il y a pour les surfaces du 2* degré un théordme que 'on peut considérer
plus que tout autre comme I’analogue du théortme de Pascar; c’est celui
qui est relatif aux 6 génératrices d’un byperboloide, appartenant trois & trois
aux deux systtmes de génératrices. Ces 6 droites se rencontrent deux & deux
en 9 points, avec lesquels on peut former trois hexagones, dont les cotés sont
les B drostes elles-mémes, et-dont les diagonales se rencontrent respectivement
en trois points. Ces trois points sont & une ligne droite ¢g. Les plans tangents
aux sommets opposés pour chacun des trois hexagones se coupent en trois
droites d’un plan. Les trois plans, qui en résultent, se coupent suivant une droite.
Cette droite est la polaire de la droite g par rapport & I'hyperboloide (**). Ce
dernier théordme peut &tre considéré comme I’analogue du théoréme de Srener

(*) Je remarque que M. P. Szrrer hii-méme ne considire pas ses deux théorémes sur
dix peimts quelconques d'une surface du 2 degré comme les analogues du théoréme de
Pasoar. Le premier de ces théorémes, relatif & deux pentaédres qu’on obtient en séparant
les dix points en deax groupes de 5 points, est analogue am théordme que deux triangles,
dont les sommets sont 6 points d’une conmique, sont conjugués par rapport & une autre co-
nique X, On obtient en tout 10 telles coniques, qui ont été étudiées par M. BauEs en re-
lation avec les droites de Pascar, et avee les points de Kirkmax, eto. Pour les 176 surfaces
da 2 degré X, qu'on obtient en séparant de toutes les maniécres possibles les 10 points
fondamentaux d’une surface du 2! degré en deux pentaddres, le probldme, qui se présente
le premier, o’est celui de leurs intersections; probléme qui n’est ni linéaire, ni & premidre
vae élégant et qui offre peu d'intérét. L’élégance et la beauté de hexagramme dépendent
de e que Von peut Fétudier an moyen de construotions purement linéaires.

(**). Puliorun: System der Geometrie des Raumas, Nr. 87.93,
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pour 'hexagramme mystique (*), mais il y a cette grandé différence que, pour
la conique, on a 60 hexagones, ou bien 60 droites de Pascat et 20 points de
Steiser, tandis que, avec les 6 génératrices de 1'hyperboloide, ou d’une sur-
face quelconque du 2' degré, on obtient seulement deux groupes de trois he-
xagones et un seul couple de droites, qui correspondent & un couple de deux
points conjugués de Steer. On voit done qu’il est impossible d’étendre les
groupes qu’on peut former avec 6 points d’une conique & 6 telles génératrices
d’un hyperboloide (*). '

(*) C'est an moyen de ce théordme que HEsse a démontré que les 10 points de StEINER
sont conjugués deux & deux par rapport & la conique fondamentale.

(*) M. Fouie dans ses Fondements & la pag. 5 donne les définitions suivantes:

« Nous appellerons polygones conjugués de n cités inscrits & une courbe du n»* ordre,
» deux polygones tels que chaque cdté de I'un passe par I'’un des points d’intersection de
» chaque cdté de I'autre avec la courbe.»

Ces deux polygones sont, selon PoxcerLET, deux courbes du n™ ordre, qui déterminent un
faisceau de courbes du n™ ordre auquel appartient évidemment la courbe & laquelle sont
inscrits les deux polygones. (T'raité des prop. proj., n.% 253 et suivants.)

« De méme nous appellerons polygones conjugués de n + 1 c6té inscrits & une courbe du
» n"* ordre deux polygones tels, que chaque c4té de 1’un passe par I’un des points d’inter-
» section de chaque c6té de I’auntre, un seul excepté, avec la courbe; les cd/ds opposés dans
n ces deux polygones seront ceux qui n'auront pas de point commun sur la courbe.»

De méme je remarque que ces deux polygones peuvent &tre considérés comme deux
courbes du (n + 1)™e ordre, qui déterminent un faisceau de courbes du méme ordre, od
n(n+ 1) des (n + 1)* points fondamentaux du faisceau sont situés sur la courbe du n™
ordre, & laquelle sont inscrits les deux polygones; domc les n 41 points fondamentaux
restants, ol se rencontrent les c6tés opposés, sont situés sur une droite.

Pour n =2 on obtient deux trilatéres conjugués inscrits & une conique, qui déterminent
sur la conique 6 points tout & fait arbitraires. En permutant ces 6 points on obtient 60
couples de ces trilatéres qui donnent lieu aux 60 droites de Pascarn, desquelles dépendent
uniquement les groupes de I'hexagramme.

Pour Ia courbe du 3™® ordre (n = 8) on obtient deux quadrilatéres qui déterminent sur
la courbe 12 points situés 3 & 3 sur leurs cdtés; les 4 points d’intersection de leurs cbtés
opposés sont situés sur une ligne droite g. En permutant les 12 points on n’obtient pas
en général d’autres couples de ces quadrilatéres, et, par conséquent, il est impossible dans
ce cas de faire I’extension demgndée.

Mais M. Forie dit dans son rapport qu'on peut la faire au moyen des 9 points d’inflexion
de la courbe.

Par le corollaire III (pag. 13) de ses Fondements, on peut construire des quadrilatdres
conjugués inscrits & la courbe du 3™° ordre, si I'on a un systdme de deux trilatéres conju-
gués inscrits & la méme courbe.

Soient en effet 0, 1, 2; 0', 1', 2, les points de rencontre de la courbe avec deux sécantes
8, 8'. Les transversales 00'=t,, 11'=¢,, 22' = ¢, rencontrent la courbe encore en trois
points situés sur une ligne droite ,. Il est clair que ss'n,, £,2,f, donnent deux trilatdres
conjugués. 8i I’on considére maintenant les transversales 01' = T,, 12' = T, 20’ = T,, ces
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Cependant, pour la cubique gauche, on a la propriété donnée par CmasLes et
complétée par CreMoNa, par laquelle on peut faire cette extension. Si 1234567

transversales déterminent une autre droite U, par leurs intersections ultérieures avec la
courbe. Les quadrilatdres

Uptyt, ty, T, T, T,

sont évidemment inscrits & la courbe el les intersections de leurs cdtés opposés Uy, #,; ¢,
Ty t, T,;t,, Ty; sont siiuées sur une droite g.

Dans le cas des 9 points d’inflexion situés 3 & 8 sur 12 droites L, on peut former avec
eux 4 trilatéres inscrits deux & deux & la courbe. Il n’y & aucune autre droite qui passe par
deux des 9 points, car les 12 droites L représentent précisément les 36 droites qui joignent
deux & deux les 9 points. Ces 12 droites se rencontrent dans les 12 sommets des trilatéres.
Elles n’ont en dehors de ces points et des 9 points d’inflexion aucun autre point commun.
Or il n'est pas difticile de voir qu’on ne peut pas former avec ces droites, au moyen de la
construction susdite pour n = 8, des quadrilatéres conjugués inscrits & la courbe, qui donnent
do nouvelles droites g de la figure. Il est donc impossible dans ce cas de faire I'exten-
sion demandée.

M. Forie dit, dans son rapport, que pour les surfaces du 3™® ordre I’extension demandée
est susceptible de la plus grande généralité.

On a pour ces surfuces le théordme suivant:

u Les faces opposées de deur tétraddres conjugués inscrits & une surface du 3™ ordre F3
» se coupent suivant quatre droites situées dans un méme plan.»

Considérons en effet les 12 droites

€3y Ciy Cysy Cygyr Cagy Coqs Coxy Cogy €5y Cags Cysy  Cus

d’aprés les indications ordinaires. (Voir par ex. Cremoxa, Teoria delle superficie et REYE,
Geometrie der Lage, 11 Abt.) Avec ces 12 droites on peut former deux tétratdres conju-
gués & F3 savoir:

Cier Ce3r Cys Ciy Cis 36
Ciur Cogy Cgs Cis Ce3 Cyo
Ci3y Casy Cyg Ci¢ Coq O35
€5y Cyy C3g Ciza Cyq Cys

dont les faces sont évidemment des plans tritangents de F'® et dont les faces opposées se
coupent en 4 droites p d'un plan P. Si I'on considére en effet 1'hexagone
C16C93C48 €23 €14 O

les faces opposées €,4C,qy CosCyy5 Co3Ciay CoqCass CgCyxy 5 €y 80 coupont suivant trois droites
p d’un plan P. (Brioscar, Annali di matematica, 1855.) Mais les faces qui sont opposées
pour 'hexagone le sont aussi pour les tétraédres; donc les deux faces opposées restantes
so coupent suivant une droite du méme plan P.

Si I’on considére les 12 droites ¢, qui correspondent d’une certaine manidre aux 6 points
fondamentaux de 1'hexagramme, il est clair qu’on ne peut pas obtenir d’autres couples de
tétraddres conjugués inscrits & F'3, et, par conséquent, aucun autre plan P. Cependant en
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sont 7 points d’une eubique gauche, les trois points
12457
23-376
34-161

ol 12, 23, 34 rencontrent les plans 457, 576, 761 sont situés sur un plan E
passant par le point 7 (*). Cremoxa a démontré que, si le point 7 se déplace
sur la courbe, le plan E passe toujours par uue sécante p de la cubique (**).
Cette droite correspond & I’hexagone 12, 23, 34, 45, 56, 61. On obtient done
en tout 60 sécantes p de la courbe en permutant de toutes les manitres pos-
sibles les six points fondamentaux. Mais les théorémes de Crasies et de Cre-
MoNA §’obtenant par projection du théoréme de Pascar méme, on peut par pro-
Jection aussi obtenir les groupes formés par les 60 sécantes p.

la fin de ce travail je donnerai quelques théorémes sur ces groupes. Mais
ce que je viens de dire est une application toute spéciale et, ajoutons-le aussi,
trop facile. Développer les résultats peu intéressants qu’elle fournit ne serait
point répondre & la question, par suite de laquelle nous avons & étendre les
groupes de I'hexagramme aux courbes et aux surfaces. '

Pour y arriver j’ai dd laisser de cOté les propriétés connues considérées
comme analogues, et partant de la théorie des substitutions j’ai développé dans
ce travail une méthode générale, qui me donne des analogies nouvelles et cela
assez élégamment.

J’ai fait observer ds le principe que les groupes de '’hexagramme ne sont
qu’une expression géométrique particulitre de la. théorie des groupes de 6

considérant 15 des 27 droites, qui n’appartiennent pas & un double-six on obtient des ar-
rangements analogues & ceux de I'"hexagramme, c’est & dire qu’on obtient la figure étudiée
par Cremoxa, Les triangles des deux tétraddres, que nous avons considérés plus haut, sont
désignés dans le Mémoire de Cremoxa par les symboles III I, III II; IV I, IV II; V I,
V II; VI I, VIII, od I, IL, IIT, IV, V, VI sont les indices romains relatifs anx 6 figures
I, ou bien aux pentaédres de la figure dans I’espace. CrEmoxa appelle les droites p, ol
se coupent les faces des deux tétraddres, droites de PascaL et les plans P, o elles sont
situées 4 & 4, plans de Puiicker; il en étudie d'abord les propriétés pour une surface F'S
avec un point double et ensuite pour une surface du 3™® ordre quelconque.

Cette figure a été également étudiée par M. CaroraLi, qui & donné aussi une autre exten-
sion des groupes de I'hexagramme pour les 16 points et pour les 16 plans singuliers de la
surface de Kummme. (Atti R. Ace. dei Lincei, 1878.)

(*) Cnasies, Apergu historique, pag. 403.

(**) Swr les lignes gauches de 3™ ordre. CreLLE, 58,
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lettres. Représentons, en effet, les 6 'points d’une conique par 6 valeurs z,, ,,
Tsy &4,y 5, ®; d'un parametre. Si 'on permute ces 6 valeurs de toutes les ma-
niéres possibles, on obtient, en partant d’une figure géométrique quelconque
qui dépend uniquement des 6 points fondamentaux, en général 720 figures de
méme esptce, ou bien seulement un nombre 7 diviseur de 720. Si cette figure
est la conique fondamentale, les 720 coniques correspondantes coincident avec
elle, c’est & dire que la conique fondamentale se transforme en elle-méme.

Donnons maintenant aux 6 valeurs z,, 2,,..., #; une autre signification géo-
métrique, par exemple supposons qu’elles soient les coordonnées homogénes
d'un point de I'espace linéaire & 5 dimensions R; en les permutant on obtient
720 permutations qui mous donnent, en général, 720 points correspondant 12
a 12 aux 60 droites de Pascar. Ces 720 points forment précisément les groupes
analogues & ceux de I’hexagramme, car les deux figures ont la méme base
algébrique, les groupes des substitutions des 6 lettres.

Il y a encore bien d’autres maniéres d’étendre ces groupes. On trouve, en
effet, dans R, aussi des sous-groupes spéciaux de 720 points, par exemple un
groupe de 120 points, dont les coordonnées sont les différentes racines 6™ de
I unité, correspondant deux a deux aux 60 droites de Pascar.

Cependant 1’extension la plus intéressante dans R est la suivante. Avec
les 6 points fondamentaux de la conique on peut former 15 triangles Aaf. Ces
15 triangles déterminent deux & deux les 60 droites de Pascar, qui peuvent
8tre représentées par le symbole AafAay (e, B, 7, ¢, €, A sont identiques,
& I'ordre prds, aux indices 1, 2, 3, 4, b, 6 relatifs aux indices romains I,
II,..., VI des 6 figures II) (*). Nous verrons dans le chapitre II qu’ils déter-
minent aussi trois & trois les 20 points de Sremer et les 60 points de Kirkuax,
qui peuvent étre représentés respectivement par les symboles AaBAaxy ABy,
AafiAay Aad. Les 6 figures IT peuvent étre représentées par eing triangles Aaf3;
par exemple la figure I par le symbole A;A;3A, A4, Une quelconque de ces
figures est formée par 10 droites de Pascar et les dix points correspondants
de Kimgwaw qui sont poles et polaires par rapport & une conique IL

Or dans Pespace R, aux triangles Axp correspondent 15 surfaces du 2¢ degré
4 4 dimensions (**), qui représentent géométriquement les mémes groupes de
48 substitutions que les triangles Axf de I'hexagramme.

De méme aux 60 droites de Pascan Aaf Aay correspondent 60 surfaces du

™ A, 1. o,, pag. 28.

. (**) Voir nomenclature, Nr. {.
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4™ ordre A 3 dimensions, aux 20 points de StemEr correspondent 20 surfaces
du 6™ ordre & 2 dimensions, aux 60 points de Kirkmax 60 surfaces du 8™° ordre
4 2 dimensions et aux 6 figures II 6 configurations I. Je fais observer que
ces groupes II sont représentés dans la théorie des substitutions de 6 lettres par
les 6 fonctions remarquables & 6 valeurs trouvées par J. SErrer (*).

Ces groupes de points, de droites, de plans, de courbes et de surfaces dans
R, ont des propriétés tres simples et trés intéressantes. '

Les six points fondamentaux de la conique dans I’hexagramme, peuvent étre
représentés par les 6 sommets de la pyramide fondamentale dans R;. En effet
au sommet (z,, 0, 0, 0, 0, 0) correspond le point z, de la conique. Mais la
conique elle-méme a des représentants dans notre espace. Il suffit de remarquer
que la conique se transforme en elle-méme en permutant les 6 parameétres
Z,..., Z; des 6 points; donc toute configuration ou toute courbe, surface a 2,
3, 4 dimensions dans R;, qui passe ou non par les 6 sommets de la pyramide
fondamentale et qui se transforme en elle-méme par les permutations des 6
quantités x,,..., x, correspond évidemment a la conique.

L’ étude des substitutions et des propriétés géométriques, qui en résultent,
nous donne donc pour ces configurations, ces courbes, ces surfaces & 2, 3, 4
dimensions, les analogies directes de U hexagramme, la réponse & la question
proposée.

Bien qu’il soit déja trés intéressant de déterminer de telles propriétés dans
un espace d’un nombre de dimensions quelconque, ¢l est bon d’ utiliser ces
théories pour Uespace & trois dimensions et pour le plan. J’arriverai & ce
résultut par U’emploi du principe de projection (*).

Etant donnée une configuration dans espace & n+1 dimensions R, _,, nous
obtiendrons par projection univoque, sur Uespace ordinaire et sur le plan, des
configurations que j’ appelle de méme classe.

Nous projetterons toutes les figures analogues & celle de I’ hexagramme, dé-
terminées dans R;, comme il a été dit, sur U’ espace & trois dimensions et sur
le plun; nous obtiendrons ainsi dans ces espaces les analogies cherchées.

Ces théories m’ont conduit nécessairement & donner tout d’abord des théo-

(*) Journal de LiouviLLe, 1850,

(*) Je tiens & constater actuellement que j’ai développé ce principe dans mon Mémoire
publié récemment dans le 19™® volume des Math. Annalen intitulé: Behandlung der project.
Verhdltnissen der Riume von verscliedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens. Le travail présent est une vaste application du théordme que j'ai donné
dans ce Mémoire sur les configurations générales, pag. 176-178.
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rémes généraux pour Iinterprétation géométrique des groupes des subsfitutions
de n lettres dans I'espace linéaire & n— 1 dimensions, et & faire ensuite des ap-
plications & une configuration quelconque de I'espace & 3 dimensions et du plan.

J’indiquerai en terminant les résultats principaux que j'ai obtenus, en sup-
posant que Z,, &, Zs,..., T; soient les coordonnées d'une droite de I'espace &
trois dimensions en prenant comme figure fondamentale les 6 complexes linéaires
deux & deux en involution de KvrEv (*). On a alors pour les coordonnées d'une
droite la relation

212l it ol dai=0

une droite quelconque donne lieu en général & un groupe de 720 droites, un
point & un groupe de 360 points, auquel se relie un groupe de 360 .plans.
Je mets cette figure en correspondance directe avec I'hexagramme lui-méme
et nous aurons dés lors pour cette figure de nouveaux théorémes.

Je ne considére jamais en elle-méme la figure corrélative d’une figure donnée.
Les propriétés analogues au théoréme de Briancmox se déduiraient des pro-
priétés de I'hexagramme par le principe de réeiprocité. Il y a pourtant des
cas ol je considére aussi deux figures corrélatives, mais comme formant en-
semble une seule figure.

A cet égard je suppose connu mon Mémoire sur I'hexagramme de 1877,
en outre je fais appel aux propriétés principales de la théorie des substitutions;
et, dans la seconde interprétation géométrique, & la théorie des complexes de
droites.

La méthode que je suis est trds générale et peut s’appliquer & 1’¢étude
d’une configuration quelconque.

Je crois que mon travail a aussi une certaine importance algébrique; cette
méthode donne de la vie & la théorie des groupes des substitutions en les ren-
dant plus visibles, pour ainsi dire, plus plastiques (*).

On pourrait encore étendre les groupes en question & toute courbe ou surface
unicursale. L’application directe de la théorie des transformations de Cremoxa,
I'application a la représentation sur le plan pour les surfaces donnent des ana-
logies nouvelles. Mais ces analogies, comme on le voit facilement, n’ont ni
I'élégance, ni I'importance de celles que nous donnons ici.

(*) Math. Annalen, vol. 2. Ueber die Liniencomplexe 1™ und 2* Grades.

(*) Kuzix a 6té le premier -d utiliser la géométrie pour la représentation des résolvantes
des équations algébriques et pour la résolution des équations. Math. Annalen, vol 4. Ueber
die Resolventenbildung, etc., et vol. 12. Eine neue Aufissung der Gleichungen 5 Grades, ete.

Annali di Matematica, tomo XI. 15
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Je donne aussi & la fin un théordme analogue & celui de Pascan pour 8
points quelconques de la courbe rationnelle du 4™ ordre dans I'espace & 4
dimensions.

Pour terminer, je dois avertir que la derniére partie n’est pas complétement
rédigée, faute de temps. Les résultats sont donnés, mais les démonstrations sont
incomplétes. Au besoin, lors de la publication de ce travail, je développerai ce
qui peut y manquer (*).

(*) Auvjourd'hui je publie en effet les démonstrations complétes en renvois sans altérer
le texte.
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CHAPITRE 1.

GENERALITE SUR L’INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA THEORIE
DES SUBSTITUTIONS DE n» LETTRES.

§ 1.

Etude de la correspondance projective entre deux espaces & » — 1 dimensions
duns un espace & n — 1 dimensions.

NotaTIONS.

1. Je conserve dans le présent travail les dénominations de point, droite,
plan dans le sens ordinaire et je désigne ces éléments par les symboles R,, R,,
R,. J'appelle. simplement espaces & 3, 4,..., »—1 dimensions les espaces
linéaires & 3, 4,..., n—1 dimensions et je les désigne par les symboles Ry;
R,,..., B,_,. Je dis que deux espaces sont corrélatifs dans I'espace R,_,, lorsque
la somme de leurs indices est égale & »—2. Ainsi I'espace R,, a pour cor-
rélatif I'espace R,_m_». Si n=2¢ 'espace R,_, est corrélatif de soi-méme.

Deux espaces quelconques R, R, se coupent suivant un espace Rg, ol
a=m+m—n+1 (). , ‘

J'appelle courbe C™ du mme ordre toute figure géométrique dans 1'espace
R,_,, qui est rencontrée par un espace quelconque B, _, en m points. De méme
j appelle surface & 2, 3,..., n—2 dimensions et du m™ ordre toute figure
géométrique qui est coupée par un espace R, , respectivement suivant une
courbe ou suivant une surface & 2, 3,..., n—3 dimensions et du méme ordre.

Etant donné maintenant un point R, et un espace R, ,, qui ne passe pas
par R,, projetons par R, une courbe ou bien une surface quelconque & 2,
3,..., n—3 dimensions et d’ordre m située dans I'espace R, ,. Nous obte-
nons autour du point R,, comme sommet, un cone-point & 2, 3,..., n—2
dimensions et du méme ordre; en effet ce cone est coupé par un espace B,
quelconque suivant une courbe du méme ordre ou suivant une surface & 2,
3,..., n—3 dimensions et du m™¢ ordre.

(*) Voir A,, Math. Annalen, |, ¢. Einleitung,
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Si I'on veut projeter une figure de I'espace R,_, par un espace R, il suffit

de faire passer par l'espace R,, et les points, les droites, etc., et les espaces
R, _m_s de la figure des espaces Ry, R, etc., Rn_,. Si on coupe ces
espaces par un espace R, ,,_, quelconque, qui n’ait aucun point commun avec
Yespace R,, on obtient sur R,_,,_, la projection de la figure donnée faite par
R,.. Evidemment, I'espace sur lequel on projette et I'espace projetant doivent
étre deux espaces corrélatifs. Ainsi, pour projeter par exemple une figure de
Ry_, sur un plan R,, il faut la projeter par un espace R,_,; ou bien, si nous
voulons la projection sur un espace & 3 dimensions R;, il faut la projeter par
un espace quelconque R, ;, qui n’ait avec R, aucun point commun.
- Le principe de projection nous sera trés utile pour étudier les configura-
tions dans I'espace & 3 dimensions et dans le plan. Personne ne s’est encore
occupé de ce principe, mais il y a 13 une méthode féconde pour étudier non
seulement des configurations de points, de droites, de plans, mais aussi de
courbes et de surfaces dans I'espace & 3 dimensions. L’'étude devient beau-
coup plus facile si I'on cherche une configuration, une courbe, ou bien une
surface & deux dimensions dans R, , dont la configuration, la courbe ou la
surface donnée dans R, soit une projection univoque (*).

HoMoGRAPHIES.

2. Nous allons maintenant considérer deux espaces S,_,, S'n_. projectifs
situés dans I'espace R,_,. Si nous désignons par z,, 2,, &3,..., T, les coor-
données homogénes d’un point de S,_, et par 2y, 2's,..., ' les coordonnées
du point correspondant de S’,_, on a

Pr =i+ aiaTet -+ anzn, 01 i=1, 2,00y 1 (*). (1)
Les points doubles sont donnés par le déterminant

Ayu—p Qyz... Ain
Qs Qe —pPeee  Qon

: —0. @
Any Angeeo ann—P

Ce déterminant est du n™ degré en p, il y a donc en général n points doubles.

(*) Voir A., Math. Annalen, L. ¢. Ce travail a été publié & la fin de I'année derniére, tandis
que j’ai envoyé le présent]Mémoire & I'Académie de Bruxelles au mois de juillet précédent.
(*) Les quantités @ sont quelconques.
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Les #n points doubles forment une pyramide & # sommets; si nous prenons
cette pyramide comme fondamentale, les formules (1) deviennent

px',- =aqi;Ti. (3)

Il existe dans I'espace R,_, des homographies spéciales, tout aussi bien que
dans l'espace & 3 dimensions, et qui dépendent évidemment du déterminant (2).
Cependant je m’occuperai seulement des homographies, que j'appelle collinéu-
tions, et qui peuvent étre toujours représentées par des formules analogues aux
formules (3).

Soient 4 AP ... A les n points doubles, qui déterminent la pyramide fon-
damentale. On voit que cette pyramide a 1{”2_—1) arétes R,, "(”—21.);"_2)
faces planes R,, etc., n faces & n—2 dimensions, que nous désignons respec-
tivement par les symboles A%, Ay**, etc,, A2 P=4"__ ol les indices
supérieurs indiquent les sommets de la pyramide, par lesquels passe I’aréte ou
la face considérée. Nous voyons 2 l'inspection de ces symboles que deux faces
sont corrélatives lorsque les indices supérieurs, pris ensemble, contiennent tous
les n indices 1, 2,..., n. Par ex. le point A et I’espace A% sont cor-
rélatifs. '

En général les espaces projectifs S,_,, S'»_, ont dans la face 4", seulement
les n—1 points doubles Ay,... Ay"; §’ils en ont encore un, tous les points de
A?, correspondront & eux-mémes. Dans ce cas deux points P, P, correspon-
dants quelconques sont situés sur une droite, qui passe par le point A;’; en
d’autres termes on obtient une homologic & n—1 dimensions, ou bien une
collinéation de premiére espéce. Je dis que le point A et 1'espace A, sont
le centre et Uespace d’homologie, ou bien les deux espaces fondamentauz de
la collinéation.

On voit aussi facilement que les points Ay’ P,P’, et le point d’intersection
de la droite, qui les joint, avec I'espace A2, donnent un rapport anharmonique
constant quels que soient les points P, P’,. J'appelle ce rapport anharmonique
la caractéristique de la collinéation.

Si la caractéristique est égal &4 —1, alors les points Py P’, sont divisés har-
moniquement par A et AY,. On a dans ce cas une involution de premiére
espéce. Si la caractéristique est égale & une racine primitive m™¢ de 1’ unité,
chaque point P,(Q’)), considéré comme appartenant aux deux espaces S,_,,
S'u_i, donne un cycle projectif de m points, qu’on obtient en déterminant suc-
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cessivement les points correspondants de P,(Q’) (*). Je dis alors qu’'on a uce
collinéation cyclique du m™ ordre.

3. Considérons maintenant les deux espaces A/*, A4!%,. En général les
deux espaces S,,_,, S'n_, ont dans A, A%, les points doubles A" A»; A42,...
Ay’; mais 8’ils en ont encore un dans A}* et A, tous les points de ces espaces
seront des points doubles de S,_, S’»_,. Deux points correspondants quelcon-
ques P, P', sont situés, dans ce cas, sur une droite, qui coupe les deux espaces
4%, A, Deux plans correspondants E,E’, passant respectivement par les
points P, P’, rencontrent 1’espace A'?; en un point.

Je dis qu’on a dans ce cas une collindation de 2¢ espéce pour laquelle les
espaces A, A%, sont les deux espaces fondamentauz. On voit aussi que le
rapport anharmonique de deux points correspondants P, P’, et des deux points
d’intersection R,S, de la droite P,P’, avec A}, A, est constant. En effet,
soient P, Py, @,¢', deux couples de points correspondants. Les deux droites
P, P, Q,Q, déterminent un espace a
trois dimensions, qui passe par la droite
A et qui coupe I'espace A%, suivant
une droite a,, sur laquelle sont situés les
points S,8’, d’intersection des droites

& IR;',

b P, Py, Q,Q, avec A'?,. Soit donné en

’ outre un point M,(M’,) de la droite A{*

comme sommet; projetons par M, les

points P, P’;, et considérons le plan E.

o H des trois pggi‘xlts P,Q,M,. Ce plan ren-

contrera A.”*; en un point N,(N'.), qui
@b sera situé sur la droite a,, puisque le
plan E, appartient aussi & 'espace &
trois dimensions déterminé par les droites P,P',, Q,Q’,. Le plan correspon-
dant E', passe par N, M, et P, et doit couper la droite Q,¢Q’, au point Q',.
Si nous projetons maintenant du point N, les quatre droites M,R,, M,P,,
M, P';, M,S,, on obtient quatre plans, qui passent par la droite N, M, et qui

(*) Pour les cycles projectifs de m points dans 1'espace & trois dimensions voir Barra-
ousi: Sulle involuzioni di diversi ordini, R. Acc. di Napoli, vol. 1, 2, 7. KLeix et Lig,
Math. Annalen, vol. 4. Ueber diejenigen Ebenencurven, welche durch ein geschlossenes Sy-
stem von einfach unendlich vielen vertauschbaren Transformationen in sich ibergehen. A.:
Sopra alcune noteroli configurazioni, ece. Atti della R. Accademia dei Lincei, 1881.
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coupent la droite Q,Q’, aux points I, Q, Q' S’; d’ol

03 P’OSORO) =(@: Q' S’ R)
c. q. f. d.

Ce rapport anharmonique est la caractéristique de la collinéation. Si elle
est égale & —1 on a une involution de 2¢ espice.

En général j’appelle espace fondamental d’une homographie un espace dont
tous les points se correspondent & eux-mémes.

Si 'on continue comme précédemment on obtient des collinéations de 3™,
4™¢,... espece. Si n=2¢, ou bien n=2f{+41 on voit que, tout au plus, on
a des collinéations de #¢ espece. Donc:

Théoréme I. Si n=2¢ ou n=2t+1 il y a dans Vespace & n—1 di-
mensions R, _, des collindations de 17, 2¢, 37e,... tm¢ espice, dans lesquelles se
correspondent & eux-mémes tous les points de deux espaces fondamentaux cor-
rélatifs, respectivement Ay, An_o; Ayy An 55...; Aiy, Ay s ot bien A,_,, A,.
Deuz points correspondants quelconques P, P’y sont situés sur une droite, qui
rencontre les deux espaces fondamentaux en deux points R,S,. Les points R,S,
donnent avec P,P'y un rapport anharmonique constant, la caractéristique de
la collinéation. ‘

Si la caractéristique est égale & —1 on a des involutions de 1°re, 2¢, 3m¢,...
tme espéce. Si elle est dgale & une racine m™e primitive de I'unité on « des
collinéations cycliques de 17, 2¢,... 1" espéce et du m™e ordre (*).

HomocerarBIES cYCLIQUES (%),

4. Comme nous aurons besoin plus loin de ces homographies, je vais en
donner les propriétés principales.
Nous avons trouvé pour la correspondance homographique générale les for-

maules .
pEi=a;%; i=1, 2,... n IR ()

(*) Pour n = 4 on obtient deux collinéations dans 'espace & trois dimensions; pour la pre-
miére les deux espaces fondamentaux sont un point et un plan; pour la seconde ce sont
deux droites quelconques. Si la caractéristique est égale & — 1 on obtient des collinéations
ou homologies en involution. (Involutorische Collinéation ou bien simplement Involution. Voir

par ex. FiepLer Darstell. Geom. et ReYE: Geom. der Lage, IL Abth,) C’est dono dans ce sens
~ que je me suis servi du mot «involution » et non dans le sens de Barracrini, car j’appelle
les inrolutions de BaTTaGLINI, comme nous le verrons mieux plus loin, cycles projectifs, si I'on
considére ces involutions en elles-mémes, et collinéations cycligues lorsqu’il s’agit d’une col-
linéation ou homologie pour laquelle la caractéristique est égale & une racine m™ de 1'unité.

(*) On voit par ce numéro méme que je n'ai pas non plus appelé involutions les Homo-
graphies cycliques, comme le veut faire croire M. Forie dans son rapport.
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Si nous opérons successivement cette transformation & un point quelconque y;,
nous obtenons un groupe de points

Yiy aiYi, @ Yiyeen ai'Yi, - (2)
que nous appelons un groupe projectif de points dans I'espace R, ,. Il est
clair qu’on passe du point y; au point a'y; par les formules

pa:'.-=a:-"x.- (3)
on voit donc que les points yi, al'y:, ai"y;, etc., forment aussi un groupe
projectif.

Si I'on suppose que les constantes a; sont toutes positives, les points du

groupe (1), qui sont en nombre infini, déterminent une courbe transcendante W.
On obtient cette courbe en éliminant m et p, de maniére qu'on a

( )1085,, (x,)log;'—: (ﬁ)logg"-=l, (2)"’32 ( )l‘)8 (In) shL_l etc. (4)
Y e Yn Y2 ys Yn '

En supposant a,>a.>a;>a...>>a, et puisque on a

log +log +]og——0
nous pouvons écrire

x‘ log—l .’l‘g log—- Zn log%"- + log% Iog Is log z" log ~3 + log ‘-;-
=|— , = , ete. (B)
1 ys Yn Jt Ys Yn

La courbe W peut donc &tre donnée par I'intersection de n— 2 cdnes & n—1
dimensions dont les sommets sont n—2 espaces A,_, de la pyramide fonda-
mentale. Cette courbe sera algébrique lorsque les logarithmes des rapports des
coefficients a seront proportionnels & des nombres rationnels quelconques. Comme
les courbes W planes et de I'espace & trois dimensions, les courbes W des
espaces & plus de trois dimensions ont ia propriété de se transformer en elles-
mémes par des transformations infiniment petites (*).
En effet, en posant

A =2,=1 yi=1, etc.

en différenciant les équations (5) on a:

0Ty _ s loga: 0rs 23 logas 0%n_t __ 2n_, logan_q )

'an x4 lvgtu azg— Ze loguz O0xn_t  Zn_s logan_:

(*) Voir Kurin, Lie et A.: Sopra alcune configurazions, 1. e.
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Si nous posons
x, ==£D’4 +w',10ga,dm
z, =a, +aloga,dm

O

Tn 1 =2Zn_ 1+ n_l0gan_dm

od dm est une quantité infiniment petite, et si nous différencions nous obtenons
les équations (6). Mais les formules (G) nous donnent une transformation li-
néaire infiniment petite; donc, en opérant sur les courbes W une telle transfor-
mation, elles se transforment en elles-mémes. En la répétant on pourra passer
d’un point P, de la courbe W & un quelconque de ses points @,; on obtiendra
ainsi une transformation de la forme

pxi=aj 2;. (8)
Nous voyons que dans toutes les homographies données par les transformations
d’une courbe W en elle-méme, la pyramide fondamentale est toujours la py-
ramide des points doubles. Les tangentes p,, ¢, en Py, @, & la courbe sont deux
droites correspondantes dans 1'homographie (8). On a done:

Théoréme II. Un groupe projectif de points, détermine une. courbe tran-
scendante W, qui dans certains cas peut étre aussi algébrique. Les tangentes
d’une courbe W quelconque rencontrent quatre faces quelconques & n—2 di-
mensions de la pyramide des points doubles, donnde par le groupe projectif,
en quatre points d’un rapport anharmonique constant.

Théoréme III. Deux courbes quelconques W se rencontrent seulement auz
sommets de la pyramide fondamentale, par ou elles passent.

Une courbe W a toutes ses sinqularités sur les sommets, arétes, etc., de la
pyramide fondamentale.

Theoréme IV. Une droite R, ou un plan R,, etc., donne lieu & une sur-
Sace engendrée par unme droite, ou par un plan, etc., qui relativement & ses
droites, plans, efc., a des propriétés analogues & celles des courbes W relati-
vement & leurs points.

5. Si nous supposons dans les formules (7) du numéro précédent ol =1
ou bien a;="Y1, le point a™y; du groupe projectif tombe sur le point y; méme,
c’est & dire que nous avons un cycle projectif de m points.

Les formules (8) deviendront
Iy :
Pz'i=e " ou bien Px’i=rp‘xi
ol u=0, 1,..., m—1 et » est une racine primitive m™¢ de I’ unité.
Annali di Matematica, tomo XI. 16
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Si I'on multiplie les coordonnées d’un point quelconque, par ex. ¥, ¥s,...,
Yn, par n des racines m™e* de I'unité de toutes les manitres possibles, on ob-
tient m"™t points qui forment un groupe (Y:)m*-'.

Considérons les deux points de ce groupe, dont les coordonnées sont

PYy TPy rP:Ys, PPt Yrsayerey TPa1Yn_sy yn (1)

Py, PGy, PPy, TPty PPty o Yae (2)
On voit facilment qu’ils sont situés sur une droite, qui rencontre les deux faces

x1=wg=”'=m_gEAa_g=O; :t,+,=x,+,=-~=z,;EA,._._,= 0
de la pyramide fondamentale. On voit aussi qu’on peut passer du point (1)
au point (2) en multipliant les s premitres coordonnées de (1) par 7% et les
n—s dernidres par 7%.

Si maintenant nous faisons la méme chose avec le point (2) nous obtenons
le point

Py, ..., TPt y, rPt Yy iy eey Yn 3)
et en continuant & faire la m&me opération avec le point (3) et ainsi de suite,
il est clair, qu’'on obtient un cycle projectif de m points situés sur une méme
droite. Donc: ‘

Théoréme V. Si Uon multiplie par ex. les s premiéres coordonnées d’un
point quelconque du groupe (yY:)m»-1 successivement par une puissance r%: d’une
racine primitive m™e de Uunité, et les n—1 autres par une autre puissance
4., on obtient m points @’ un cycle projectif, situés sur une droite. Cette drozte
rencontre les deux faces .

xt=xs='“=xs='As_1=0, xs+1=fv:+z=""=anAn_:-t=0

de la pyramide fondamentale. D’aprés le théoréme I les m points forment un
cycle de m™ ordre et de s™ espéce.

Théoréme V1. Pour chaque couple de jfaces opposées A,_y, A,. ey de la
pyramide fondamentale le groupe (¥:)m*~ se décompose en m*~* cycles pro;ectzfs
de s™¢ espéce et d'ordre m, situds respectivement sur autant de droites, qui
coupent les deux faces As_., An_ss.

Si n=2¢, ou bien n=2¢+1, on a tout au plus des cycles projectifs de
gme espéce, sztue’s sur des lignes drottes.

6. Considérons maintenant les deux pomts

Y, Y Yoo CYny Yn @)
TP Yy Py Y0y Yne @)
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On passe du point (1) au point (2) en multipliant les coordonnées de (1) res-
pectivement par r, r%,..., #*"%, 1. Si nous multiplions par ces mémes quan-
ités les coordonnées de (2), nous obtenons le point

r*yy, Ysyeny " Yn_y, Yn. 3)

En continuant ainsi on obtient m points d’un cycle projectif, mais qui ne sont
pas situés sur une droite. Le m™¢ point sera

MYy TYny Yne (m)
Ces m points sont situés sur une courbe W. Il n’est pas difficile de voir, d’a-
pres le n.° 4, que cette courbe est algébrique. Je dis que ce cycle est du mme
ordre et de la (t+ 1y espéce, lorsque n=2¢ ou n=2¢- 1. Donc:
Théoréme VII. Les m points du groupe (y:)m-, qu’ on déduit d’un point
quelconque de (y)m— en multipliant ses coordonnées respectivement par r, r*,
5., 174 1 forment un cycle projectif de la (¢+ 1) espéce et du m™e ordre
(n=2% ou =2¢+1), qui est situé¢ sur une courbe algébrique W.
8i n==m il est facile, par ce qui préctde, de démontrer le théoréme suivant:
Théoréme VIII. Les n points d’un cycle projectif de (¢4 1) espéce et
d’ordre n sont situds sur une courbe rationnelle W de (n— 1)y ordre (*).
7. 8i au lieu de considérer un point y; on consideére la surface du 2! degré

3 n—2 dimensions
23+ a+ -+ =0 ()

et si I’on multiplie 22, 2%,..., % de toutes les maniéres possibles par n racines
me* de V'unité, on obtient aussi un groupe de m»* surfaces du 2? degré & n—2
dimensions (S)1. Or, avec ses m"™* surfaces on peut former, d’une maniére
analogue & celle des numéros précédents, des cycles projectifs de m surfaces
et respectivement de la 1ee, 2¢, etc. (t+ 1y espéce et d’ordre m.

Si nous considérons deux surfaces d’un cycle projectif de s™ espece, par ex.:

rPg} APzl rPenal, 4Pz, 423=0

rPt gt oo P Pt g e 1P, 2R =0
on déduit: '
Toutes les surfaces d’un cycle projectif de s espéce, ot s<<t-+1, se tou-
chent swivant deux surfaces du 3% degré respectivement & s—2 et & n—s8—2

(*) La courbe d’ordre n —1 est la courbe la plus simple qui puisse exister dans I'espace
R._., sans &tre située dans un espace de dimensions moindre.
Voir maintenant mon travail des Math. Annalen, 1. c.
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dimensions, situées dans deux faces opposdes A._., An_s_, de la pyramide fon-
damentale. ,

Si I'on considére un cycle projectif de (£ 1) espéce, par ex. celui qui est
déterminé par les deux surfaces

r; +a; 442 +2i=0
re;rtri 4o rite, 1l =0;

on voit que les m surfaces du cycle rencontrent les arétes de la pyramide
fondamentale en des points différents.
Nous avons aussi les théorémes suivants:

Théoréme IX. Un cycle projectif de m points du groupe (y:)m - de s™
espéce a le méme cycle polaire par rapport aux surfaces du 22 degré de mn*
cycles du groupe (S)m- de s™e espice. Si le cycle du groupe (y)m~— est de
la (t+41)7 espéce, la courbe W qu'il détermine, a la méme polaire réciproque
par rapport & m*~* cycles de surfaces du 22 degré et de (t+ 1)yme espéce.

Théoréme X. Le groupe (yi)m"- a par rapport & toutes les m™* surfaces
du groupe (S)n-1 le méme groupe polaire de mn™* espaces v; & n—2 dimen-
sions, qui forment aussi un groupe (V) -'.

Théoréme XI. La polaire réciproque d’une surface du 24 degré d’un
cycle d’espéce quelconque par rapport & une autre surface du cycle, appartient
au méme cycle.

La polaire réciproque d'une surface du 2¢ degré par rapport & une autre
surface du groupe (S).—' est une surface du méme groupe (*).

§ 2.

Interprétation géométrique d’une substitution quelconque,
particulidrement de la forme (12) (34).... (m—l‘ m).

8. Soient y,, ¥s,..., ¥ les coordonnées d’un point S, de I'espace R,_,;
si nous permutons les » indices des coordonnées de toutes les maniéres possi-
bles nous obtenons 1-2-.3... n=N points, qui représentent les N permutu-
tions des indices 1, 2, 3,..., n. Je dis qu’ils forment un groupe (S;)y.

(*) Pour les systdmes polaires voir A., Math. Ann., 1. c., pag. 184 et suivantes. Pour
les groupes (y:)."—1 et (S)mn-1 lorsque n =3, 4 voir A.: Sopra alcune configurazions, etc.
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On peut mettre une substitution quelconque sous la forme
123... = 1
I klm... p @

(k, 1, m,..., p étant, & I'ordre prés, identiques & 1, 2,..., #). La substitution
peut donc §’exprimer par la transformation linéaire

' »
Px 1 =2
Px’s =T

@

)
Pxn’—_-xp.

On voit trés clairement que nous avons & faire & une homographie entre deux
espaces & n—1 dimensions, que nous avons déjd étudiée dans le paragraphe
précédent.

Les points doubles sont donnés par le déterminant

—pz, 0, 0. k). .- 0
0, —pZsy 0,... x1... 0,... 0
. =0. (3
0, 0, O,oo’ 0,~no 0,-;. xp’-o- —pxn

Les points doubles de cette homographie restent invariables par la substitu-
tion (1). Done:

Théoréme XII. En opérant une substitution quelconque sur les indices
des coordonndes d’un point y;, on obtient en général n points qui restent in-
variables.

9. Nous avons trouvé (n.° 3) certaines esptces de collinéations et d’ho-
mographies (n.° 4) que nous rencontrons ici comme des cas spéciaux d’une
substitution quelconque.

a) Considérons d'abord la substitution (12).
En opérant cette substitution sur un point

Yy Ys, Yayeeey Yn
on obtient le point
' Yy Y1y Ysyeeoy Yao
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Dans ce cas nous avons donc une involution de premiére espéce; c'est & dire
que les deux points sont situés sur une droite, qui passe par le point des coor-
données

1, -1, 0 O0,... O0=P»

tandis que I'espace fondamental de I'involution est
r,—2, :‘H;:ﬁg 0.
n(n—1)

Or, comme la pyramide fondamentale a — rz 5

avons -T—l)- points Py, situés respectivement sur ces droites et un égal

nombre d’espaces II*;. Il y a encore un autre groupe de

arétes, il est clair, que nous

n(n—1)
2
Py, qui sont situés respectivement sur les arétes de la pyramide fondamen-

tale, dont les coordonnées sont de la forme

o 0. 1, 0.. 1, O0... O
Par exemple les points P,* et P'!® sont situés sur I'aréte AP A? et divisent

n(n—1)
P)

points

harmoniquement le segment 4 A®. Il y a aussi un autre groupe de

espaces II'y*}, dont les équations sont de la forme
i+ 2 =0.

L’espace IT;?; contient tous les points P'U¥), excepté ceux qui ont dans leurs

indice supérieur seulement I'indice 1 ou I'indice 2; c’est & dire qu’il contient

@'—_-2—)2("_—3)-}- 1 points P'i®. En outre, il passe par tous les points Py qui

n'ont ni I'indice 1, ni I'indice 2 ou ni I'un, ni I'autre. Il passe donc par

—2
(n )2(n 3) points P{®. La méme chose a lieu pour les espaces IL*} par

rapport aux points P et P'(M),
Si I'on considere la surface & n—2 dimensions du 2! degré

Bttt f2i=8 ,= 1

on voit facilement que les points P{™ et P'*) ont pour espaces polaires, par
rapport & la surface (1), les espaces IT,"; et IT'i",; c’est & dire que la figure
formée par les points P, P'(%) et par les espaces II{*;, I, est polaire
réciproque d’elle-méme par rapport a la surface (1). Donc:
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Théoréme XIII. Sur chaque aréte de la pyramide fondumentale, par ex.
APAP=A" il y a deux points P, P'{®, dont les coordonndes sont res-
pectivement 0, 0,... 0, 1, 0,... 0, —1, 0,... 0; 0, 0,... 0, 1, 0,... 0, 1,
0,... 0, et qus dwtsent harmomquememt le segment A“)A“) Il Y a aussi pour
chaque face & n—3 dimensions de la pyramide fondamentale par exemple
AP 2 AP = A, deux espaces ™), , T, dont les équations sont de la forme

ziFor=0

qui passent par AS.”‘:, et qui divisent harmoniquement les deux faces Aﬁ."_, s

AP, Les 20— 5 espaces IIX); passent par le point « unité » (Ie point qui

a toutes les coordonndes égales & U unité).

-2)(n-3)
2

Un espace quelconque 1LY, contient (n (n-2) 2( n-3)

+1 points P et

pomts P““ De méme un espace Hﬁ,‘f’, contient (___2)2(L3_\+1' points P
( n—2)(n—3)
2

Théoréme XIV. La figure formée par les points Pi®), P'f® et par les

espaces TI\%), ) MY, est polaire réciproque d’elle-méme par rapport & la surface
du 24 degré & n—2 dimensions Szi=S};_;=0.

Théoréme XV. Les 1-2-3... n=N points qu’on obtient en permutant

de toutes les maniéres possibles les indices 1, 2, 3,..., n des caordonnées d’un

point S, dans Uespace R,_,, et qui forment un groupe (So)y, sont situés deux

pomts Pk,

& deur sur 3-4.. n=£ drottes, qui passent par un quelconque des points

Pi®. Les deuz points sur une de ces droites sont divisés harmomquement par
P et par Vespace IIJ%,.
b) Voyons maintenant. une substitution de la forme (12) (34).
Du point %,y Y5y Y3, Y4y Ysy.eey Y OD passe au point

Ys,. Yy Y4 Ya, Ysyees” - Yn.

Pour cette substitution tous les points de la droite Pi® P2 et tous les points
de I'espace & n— 3 dimensions ITiY;, IT39; restent fixes. En effet, chaque point
de la droite P{*P* a ses' coordonnées de la forme - Co

1, =1, A . =% 0, 0L, 0

o X est un paramétre;. Cela a lieu aussi pour chaque point de l’e'sbace 4 II’,?‘_’,,\
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qui est donné par les deux équations
2, —2,=0, 2, —-x4=0

c’est & dire que nous avons une involution de 2e espéce (n.° 3) Les N points du
groupe (So)v sont donc situés deux & deux sur - drmtes, qui rencontrent la

droite P P3v=P{"" et I'espace T2, 113" _Il",.‘”'“’ Or le nombre des droites
P,, qui passent par le point Py® est (ﬁLjn—B)
ﬂ(n——l)(n272)(n_3); done:

Theoréme XVI. Les ™

droites PPP10O) (o a, B, y, & sont quatre indices différents de la série 1,

2,... m), qui contiennent les deuz points P{P, P("). De méme les espaces
%), déterminent "("—1)(”; 2)(n—
deux espaces Ilffﬁ e .

n—2°

Théoréme XVII. Les N points du groupe (S,)y sont situés deuz & deux

» il y en a en tout

n(n-1)(n-2)(n-3)

93

—1) points P déterminent

3 s N
) espaces TI7E)(9) ofy se rencontrent les

sur 9;_ droites qui coupent une des droites P/ et Vespace correspondant

0(*A) (7)., Les deuzx points sur une des —21\1 droites sont divisés harmoniquement

par la droite P, et par Uespace N, _,.

¢) 11 est évident que I'on peut faire des considérations analogues pour
la substitution (12) (34) (56); passons néanmoins immédiatement & la substi-
tution de la forme

(12)(34)...(m—1, m)

od m est naturellement un nombre pair plus petit ou égal & n, si n est pair.
Du point

Y, Yy Y9 Yuyeery Ymoty Ymy Ymysyeeey Yn
on passe au point .
Yy Yo Yo Ysyeeo Ymy ‘.'IM-u Ymysyeeey Yno

On peut facilement vérifier, que les points de I'espace déterminé par les points
Py, Pyy..., Po™"™ que je désigne par le symbole P,"%""", ge transfor-
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. . . m
ment en eux-mémes, ainsi que les points de I'espace, ol se rencontre les 5

‘espaces IT!%,... II"3"™. Pour trouver le nombre des plans Py*®*" il suffit

de séparer les indices 1234 des restants b5, 6,..., n.

(n—4)(n—5)
2

et si nous les combinons avec (12) (34) nous obtenons

combinaisons de deux indices,
(n—4)(n—5)
2
qui ont la droite P/*** commune. Si l'on fait la méme chose pour toutes les
nn—1Y(n—N(n—3)
23 *
n(n—1)...(n—1>5)
24.3 '
que le nombre des espaces Pﬂ_‘ et des espaces m_, , est

Or, avec ceux-ci on peut former

plans P,

droites P,, on trouve que le nombre de plans P, est pré-

cisément En continuant ainsi on arrive & cette déduction,

nn—1)(n—m+1)

2 +1 n
2 -3-4 5

8i n=m=2¢ il en résulte que le nombre des espaces P,_,, II._, est
tt+1)(E+2)...(2¢—1)

2t—1

Done:
Théoréme XVIII. Les "(";l) points P déterminent

nn—1)...(n—m-41)

”m
T i

2y

2

2

espaces PUA (1) (w), (a, B,..., v sont m sndices de la série 123...n) qui
-1
2

Ppassent par les points P®, PGA), ... P®). On a un égal nombre d’espaces

Hf.’_ﬁzﬂ(f:)m('w)’ déterminds par Uintersection des %ﬁ espaces TR, .10, et qui
2
sont les polaires des premiers par rapport & la surface S:_s=0..
HE4 1) (26 —1)
9=
tiques & Pordre prés aux indices 1, 2,... n) et un égal nombre d’espaces
8- e (2),

Annali di Matematica, tomo XI. 17

Stn=2%tona espaces P{*%)-(3) (a, B,... ¢, ¢ sont iden-
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Nous voyons que les espaces

2, —2e =10 =0

passent par les points P’ P'y*... P'(¥), done:

Théoréme XIX. Les espaces TR0 sont déterminds par les points
PR ped L PR

Théoréme XX. Les N points du groupe (So)x sont sityés, deux & deux sur

g droites qui rencontrent deux espaces correspondants quelconques P;:_ | E

%
Les deux points d’une de ces droites sont divisés harmoniquement par les deux
espaces.
De ce qui précéde on tire aussi la déduction suivante:
Théoréme XXI. Les points Py sont situés dans Uespace unité 3z;=0 et
n(n—1)(n—2) )
2-3

droites d’intersection de cet espace

n(n-1)(n-2)(n-3)
2:-3-4

espaces & trois dimensions, efc.

en conséquence, 3 & 3 sur les

avec les faces planes de la pyramide fondamentale; 6 & 6 sur

plans et 10 & 10 sur 22DO=DO- (-7
2.3.4:H
Les 6 points d’un tel plan sont les sommets &’un quadrilatére et les 10
points d'un tel espace & trois dimensions sont les sommets d’un pentaddre.
Les points P et P d'une quelconque des faces planes de la pyramide
Sfondamentale sont les sommets d’un quadrilatére, et coux d’ une quelconque des
faces @ trois dimensions forment trois tétraédres d'un systéme desmique *).
n(n_zl.);n—z) de ces quadrilatéres et n(n_nz(’f;f)(n—?’) de -

ces systémes desmiques.

Il y a donc

§ 3.

Substitutions cycliques.
40. a) Nous considérons d’abord une substitution cyclique de tous les n
indices, par exemple
. (123...n).

(*) Voir A.: Sopra alcune notevoli configurazioni, etc. lL e
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Du point %i, ¥s, Ysy-++) Y OD obtient les n—1 autres points
YeYsYaeoo Yy
. 3 (1)

YiYiYseeYn oo
Or, ces points forment un cycle projectif (n.° 5) ou, en d’autres termes, la
substitution (1234...n) donne une homographie cyclique d’ordre n. En effet,
les points doubles de I'homographie donnée par la substitution (123... #) sont
évidemment les n points

1, 1, 1,..., 1, 1
-1
Tny 5, Tryeory ra 1
n—2
s, Thy Yoyeeey rn 1 @)
. [ ]
-1 -2 n -3
rn, rn Tn yeeey Tn, 1

ol r, est une racine nm¢ primitive de l'unité. Nous voyons qu'il y a dans
chaque ligne verticale et dans chaque ligne horizontale de (2) toutes les ra-
cines nmer de I'unité. Mais les n points (2) d’aprés le numéro 5 forment un
cycle projectif de » points par rapport & la pyramide fondamentale, situé sur
une courbe rationnelle W de (n—1)™ ordre; donc les faces & n —2 dimen-
sions de la pyramide déterminée par les n points (2), peuvent étre écrites sous
la forme
ot T2+ 2,=0
TaZi a2+ 12+ +Ta=0
: : )

e it 4t w4+ 2, =0,
On voit aussi que le cycle (2) est polaire du cycle (3) par rapport & la sur-
face S:_, (n.° 7). Si nous calculons les coordonnées des n points (1) par rap-
port & la pyramide (3), nous voyons qu’elles sont précisément de la forme
Y Yereens Y'n
Yty ThYsyeeey Y'n

-3 ’
ra Yy T Y ryeen Yn
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ce qu'il fallait démontrer. Donc:

Théoréme XXII. Les points doubles de U homographie donnée par wune
substitution cyclique de tous les n indices par ex. (1234... n) forment un
cycle projectif de n points par rapport & la pyramide fondamentale, cycle qui
est situé sur une courbe rationnelle W de (n— 1)™ ordre.

Théoréme XXIII. Les n points qu'on obtient en partant d’un point S,
et opérant sur ce point la substitution cyclique (123...n) forment aussi un
eycle projectif par rapport & la pyramide des points doubles. Ces points sont
situés sur une courbe rationnelle W de (n—1)™ ordre.

Les N points du groupe (S,)y forment %7 cycles projectifs, qui correspon-

dent & la substitution (123...n). ,
Or, les points de la forme (2), qui ont pour coordonnées les différentes puis-

sances d’une racine primitive n¢ de I’ unité (mod n) sont en tout % J’appelle
{rx) le groupe qu’ils forment.
Dans le groupe total des substitutions de n lettres il y en a %V; de cycli-

ques, qui contiennent tous les » indices.

On sait que la p™ puissance d’une substitution S cyclique de I'ordre = est
aussi une substitution cyclique si p est premier avec m. Si n est premier il
est clair que toutes les puissances de S sont des substitutions cycliques. Si »
n’est pas premier, supposons que C représente la quantité des nombres pre-
miers avec n.

Dans le premier cas on voit que les —17% substitutions cycliques du groupe total
déterminent Ez homographies cycliques; dans le second cas elles en détermi-
n

nent —IL .
nC

Théoréme XXIV. Les %’ substitutions cycliques du groupe total des subs-
titutions de n letlres donnent liew & —l\é homographies cycliques, si n est
. (]

. N . . . .
premier, et —- si n n'est pas premier. Les points doubles de ces homographies

sont n—1 points du groupe (r,) et le point unité. Ces points forment un cycle
projectif d’ordre n par rapport & la pyramide fondamentale, situd sur wune
courbe rationnelle W du (n— 1) ordre.

Théoréme XXV. Les N points du groupe (S))y forment de % ou de
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;1_\76 manidres différentes 11—;7 eycles projectifs de n points, chaque cycle étant

situé sur une courbe rationnelle W de (n— 1) ordre.
b) Nous allons maintenant nous occuper des substitutions cycliques, qui
contiennent moins de # indices, par exemple:

1, 2, 3,..., 8 ou s<n.
Du point
Y1, Yz Ysyeenn Ysy Ysiayeeey Yn
on obtient les points

Ys, Ys, Yiyeony Yy Ysiryeooy Yn
1)

Ys) Yu Yeyeey Ys-1y Ysriyeeey Yn-
Si nous projetons les s points (1) par la face A, .,
zs+z=-'0, x,+.=0,... Tn=0
de la pyramide fondamentale sur la face opposée A,_,, on obtient sur celle-ci
un cycle projectif de s points. On a donc une homographie (*) cyclique d’ordre

s autour de I'espace A,_,_,. Les espaces doubles de cette homographie sont
les espaces E,_, qui passent par An_.., et par les s points suivants

1, 1, 1,... 1, 1, 0,., O

s—1

s, 3, Tayees s, 1, o,..., 0 @)
—2

s, re, 7$yees re 1, 0,..., 0

reh e e, 1 1, 0,.., 0.

Les s—1 derniers points de (2) sont situés sur I'espace unité Zz;=0 et sur
Pespace A, ,. On obtient donc dans cet espace une homographie cyclique
d’ordre s. '

Théoréme XXVI. Une substitution cyclique de s<<n indices donne une
homographie cyclique d’ordre s autour d’une des faces An_,_, de la pyramide
fondamentale. Les s espaces doubles R, s de cette homographie passent par

(*) De méme que dans I’espace R, on peut avoir autour d’une droite des faisceaux de
plans projectifs, de méme dans I'espace R._, on peut avoir autour d'un espace, par ex.
B,_.-1 des systémes projectifs s — 1 fois infinia.
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An_s_i, par le point unité et respectivement par s—1 points, situés dans Ia
JSace A,_, opposée & An_._,, dont les s coordonndes, désignées par les indices
de la substitution, sont les différentes racines sme* de lunité.
Par ce qui précede, en posant 1-2.3...5=S, on a:
Théoréme XXVII. Autour d’une face An_s_, quelconque de la pyramide

S . . . 8 .
fondamentale on a —, si s est un nombre premier, ou bien —, homographies
s? ) ) sC )

cycliques d’ordre s, ou C' indique la quantité des nombres premiers avec s,
et plus petits que s.

§ 4.

Théordmes généraux sur les groupes
qu’on obtient en permutant moins de » indices.

44. Du numéro précédent b) nous concluons qu'il y a (n—2) espices
d’homographies cycliques, respectivement de I’ordre n, n —1, etc. 3. Or il est
n(n—1)-..(n—s)

2+3.--8
données sont les différentes racines s™e* de 'unité et dont les autres n—s
sont égales & zéro. Je dis que ces poinis forment un groupe (r;). On voit fa-
cilement, quelle que soit s (s <<n), que les points de (r,) sont situés dans l'e-
space unité

clair que dans toute la figure il y a points, dont les s coor—

T+ Tt +2,=0 1)
donc: '

Théoréme XXVIII. Tous les points des n— 2 groupes r, sont situés dans
Vespace unité Sx;=0.

42. Si I'on permute seulement s coordonnées d’un point S,, par exemple
les s premidres, on obtient 1-2-3...s=S autres points, qui forment un groupe
(S.)s spécial. Je dis que ces S points sont situés sur un espace R,_,. Il suffit
de démontrer ce théordme pour s=n—1, et nous pourrons le démontrer en-
suite pour s quelconque.

En effet, faisons passer par le point

) Yy Yayeery Yn

et par I'espace R,_;, ol se rencontrent les deux espaces 32;=0, x,=0, un
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espace R,_,, dont I'équation peut se mettre sous la forme

$1+xz‘+’xs+-..-l—xn..l—y‘-*_m_t/;.+?’n’lxn=o- @™
On voit que si 'on permute toutes les n—1 coordonnées y., ¥sy...; Yn-4 OR
obtient 1-2.3-.-n—1 points situés dans I'espace (1). Les espaces Sz;=0 et
%, =0 passent par les points du groupe (r,_,), qui ont la dernidre coordonnée
nulle; ces points seront donc aussi situés en (1).

Les 1-2-3---(n— 1)=-1;1 points (Sy)y situés dans I'espace (1) forment un

groupe de points qui dépend des substitutions de n— 1 indices; ils seront donc
N

nn—1) n(mn—1)

section de I’espace unité et de z,=0 avec une autre face quelconque z=0

situés

sur n— 1 espaces B s, qui passeront par I'inter-

de la pyramide fondamentale. Le groupe de ——-IY_—i-) points dans un tel espace

n(n
R,._, dépend aussi des permutations de n— 2 indices. Les N points du groupe

(So)y forment donc n(n—1) groupes de — points, situés respectivement

N
n(n—1)
dans n(n — 1) espaces R,_;, qui passent par I’ intersection de deux faces z,=0
xzx=0 avec I'espace Zz;=0.

La loi est évidente, donc:

Théoréme XXIX. Si Uon permute s coordonnées d’un point S, pur exemple

N
(s+1)(s+2)-
tiennent au groupe total (Sy)y, sont situés sur un espace R,_,. Cet espace passe
par Uintersection de U espace unité Sx;==0 et les n—s faces |

les s premieres, les m points, qui en résultent et qui appar-

w8+l=o, xa+:=0’-o- ¢“=0

de la pyramide fondamentale.

N : )
Les TES YRR points forment un groupe (So)s qui dépend des per-

mutations de s indices et auquel s’ appliquent les théorémes donnés pour s=n.

Théoréme XXX. Les N points du groupe (So)y forment (s +1)(s+2)---n
groupes (S,). situés respectivement sur (s—+1)(s+2):--n espaces R,_,, et qui
passent par Uespace R, ., donné par

Zx,'==0, $,+,=0, x.q_,‘-:o,... mn=0-
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(n—1)--c(m—s+1)

En tout on peut former (s+1)(s+2)---”-" 1 2.5

avec les N points de (S))y.
Corollaire I. Les N points de (S,)y forment 4.5...n groupes (S.), de

6 points situés respectivement sur 4-5---n plans Ry, passant par la droite oie
se rencontrent les espaces '

de ces groupes

2z;=0, z,=0, z;=0,... T,=0.

n(n—1)(n—3) '
. _.3_5— de ces

En tout on peut former avec N points (S)y 4:5--.n
groupes.

Corollaire II. Les N points de (S,))y forment 5.6-..n groupes (S)e de
24 points situds respectivement sur 5-6..-n espaces Ry, qui passent par le

plan, ol se rencontrent les espaces
zxi=0, m;-_——-o’ a?6=0,..., xn=0o

] nn—1)(n—2)(n—3)
2:3-4

On a en tout 5:6.--n

de ces groupes.

§ 5
Représentation des groupes de substitutions.

43. On sait, par la théorie des substitutions, qu’un groupe quelconque des
substitutions de n lettres peut &tre toujours représenté par une fonction et vi-

ceversa (*). Soit F' une fonction qui représente un groupe 4 des substitutions
des n lettres z,, 2,,... x, d’ordre m. En posant

F=0 1)

on a une surface, qui représente géométriquement seulement le groupe A4, ou
bien un groupe B de I'ordre m', qui contient A. Le second cas arrive toujours
lorsqu’il y a des substitutions T', qui operées sur la fonction F' la changent de
signe sans changer pourtant sa valeur absolue. Si ces substitutions n’existent
pas, la surface (1) représente seulement le groupe A; si elles existent, il faudra
ajouter & F une fonction F’ gymétrique des n lettres z,,..., 2, 3 une seule

(*) Jorpax: Théorie des subaiitut:’om, § b, pag.lo; ce théordme est d& & Cavcay,
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valeur. Dans ce cas
F+F =0 @)

représentera le seul groupe A.

Si nous considérons maintenant m fonctions semblables, c’est & dire m fone-
tions qui représentent le méme groupe A de substitutions, en les égalant &
zéro et en considérant I’intersection des surfaces, représentées par ces équations,
nous obtiendrons une surface & n—m — 1 dimensions, qui représentera le méme
groupe A.

Cette surface pourra se réduire & une courbe, ou bien & un certain nombre
de points. Done:

Théoréme XXXI. Chaque groupe de substitutions peut étre représenté par
une surface & n—2, n—3,..., 2 dimensions, ou par une courbe, ou bien aussi
par un certain nombre de points.

Si nous considérons m fonctions, qui ne sont pas semblables, correspondant
& m groupes A, A®), ... A(m et si nous représentons géométriquement ces m
groupes par des surfaces & n — 2 dimensions; leur intersection représentera un
groupe résultant de la fonction, qui est le produit des m fonctions données, plus
une fonction symétrique & une seule valeur, s'il en est besoin.

On a aussi:

Théoréeme XXXII. Pour chaque groupe A de substitutions d’ordre p on
obtient d’un point S, un groupe de p points (So)p. Avec tous les N points du

groupe total (S,)y on peut former au moyen du groupe A, -g- groupes (So)p
N
(n=1,2,... T)

Le groupe des %T‘ substitutions paires nous donne deux groupes (So)k, (So)¥s
T 2

trés intéressants. Si nous opérons sur un point quelconque d'un de ces deux

groupes une substitution impaire, on obtient un point du second groupe. Si

cette substitution est de la forme (a«f3)(yd)...(u»), od le nombre des transposi-

tions est impair et en outre si ces transpositions contiennent des lettres dif-

férentes, nous obtenons par exemple au moyen du point S, de (S,)y un point
2

8’y du groupe (S,)%. Les deux points S;, S’y sont alors situés sur une droite
2

qui coupe I'espace P(=f)(z)---(w) et I'espace correspondant II=A)(rd)..-(w) c’est

& dire les espaces fondamentaux de 1'involution donnée par la substitution

(«B)(79).+.(v). Si la substitution est de la forme () les deux points S, S’
Annali di Matematica, tomo XI. 18
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sont situés sur une droite passant par le point P{*#), et les points S,S’, sont
divisés harmoniquement par le point P{*® et par I'espace II{"#); P{*# et II"#)

étant le centre et I’espace de I'involution donnée par la substitution («f), done =
Théoréme XXXIII. Pour le groupe des -1;— substitutions paires le groupe

(So)x, qut provient d’wn point quelconque S,, se décompose en deux pyramides

de —1! sommets (So (So)' Ces deux pyramides sont homologiques de n(n— - 1)

maniéres dzﬁ'érentes, les ————) points Py® et les espaces correspondants 1%

étant centres et espaces d’ homalogze.
Deuz sommets des deux pyramides, situés sur une droite passant par P,

sont divisés harmoniquement par ce point et par Uespace correspondant IIV%),
Si Uon applique & un point quelconque d’une des deux pyramides une substi-
tution impaire on obtient un point de U autre.

44. Nous étudierons maintenant les surfaces & n —2 dimensions qui re-

présentent le groupe total,
La surface la plus simple & #» — 2 dimensions qui représente le groupe total

est 1'espace unité
Sz;=0. 1)

Nous avons epsuite les surfaces
2xi=0, Szixr=0. 2
Il est clair que chaque surface du 2! degré & n —2 dimensions qui représente
le groupe total appartient au faisceau
| Szt A Zzixr=0, 3)
Si nous déterminons la surface de (3) qui passe par un point quelconque S,
on voit qu’elle passera aussi par tous les points du groupe (&)y. En outre, il
est clair que les surfaces du faisceau (3) se touchent suivant une surface du
2! degré & n—3 dimensions S_;, située dans I'espace unité. Donc:
Théoréme XXXIV. Un groupe quelconque (S,)y de N points est situé sur
une surface du 24 degré & n—2 dimensions S%_; du faisceau
It A3xixR=0.
Toutes les surfaces du faisceau se touchent suivant une surface du 24 degré
& n—3 dimensions Si_;, située dans U espace
Sr;=0,
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Ces surfaces ont le méme cone tangent & n— 2 dimensions, qui a pour sommet
le point unité; elles passent par tous les points de tout groupe (rs), ot s varie
de 3 & n.

8i I'on considére les surfaces &4 n—2 dimensions

2z}=0, Zaizy=0, Sxx521==0

on voit que chaque surface du 3™ ordre & n—2 dimensions, qui représente le
groupe total, appartient au systtme doublement infini

Za}A3xizn+ p22iznr;=0.

Si nous voulons trouver quel systéme forme toutes les surfaces & #—2 dimen-
sions et d’ordre p (ol p=n), qui représentent le groupe total, pour déterminer
les dimensions de la variété (Mannifaltigkeit) qu’elles constituent, il faudra re-
présenter le nombre p de toutes les manitres possibles par la somme de n
nombres entiers 0, 1, 2,... p. Or, un cas encore plus général a été traité par
Brroscar (*). Ce nombre C,, dont le calcul se simplifie dans le cas actuel, nous
donne par conséquent les dimensions de la variété, que nous cherchons. Nous
avons donc la variété

Mfit Mfat oo+ g f, =0 )
ol on a par exemple si p est <n

f‘=zx?, f2=2x?-‘27,,..., fcp=2x,x2...xp

6i p est =n lo dernier terme sera fo =2,2,...2a
si p est >n » » fo,=272}...,
ol
. at+B8+y+---+v=p.
Done:

Théoréme XXXV. Co—1 groupes (S'o)x,... (S5¥~")y, qui correspondent &
Cp—1 points quelconques de Tespace R, _,, sont & une surface de la variété

(*) Yoir Fia p1 Brusot Théorie de Formes binaires, pag. 153. I1 donue le Lemme sui-
vant: Le nombre de manidres dont up nombre p peut étre formé par la somme de r nom-
bres entiers 0, 1, 2,..., n est égal ay coefficient C, du terme z*2" dans le développement

de la fonection z =

(l=2)(1—z2)...(l—z"2)"
Pour notre eas, il faut poser r =, # = p, Co coefficient C, peut étre représents par un
déterminant, pag. 155-156,
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& Cp—1 dimensions

Mfidhefed 4 Ao, =0

ol fiy foyeery fc,_. sont des surfaces de p™ ordre qui n’appartiennent pas &

une variété de dimensions moindre, et qui représentent le groupe total.

45. Nous avons vu que si 'on permute seulement s coordonnées, on ob-
tient d'un point S, un groupe (S,)s du groupe total (S,)y. Ce groupe est situé
dans un espace R, , (n.° 12) et il correspond aussi aux permutations de s in-
dices. Donc le groupe (S,)s sera situé aussi sur une surface du 2' degré & s —2
dimensions, qui n’est autre chose, que I'intersection de R,_, avec la surface du
2! degré 4 n—2 dimensions, déterminée par le groupe (S,)y. Donc:

. n(n—1)-(n—s-+1)

Théoréme XXXVI. Les (s+1)(s+2)---n TR
(So)s (Théor. XXX), qu’on peut former avec les N points du groupe (S,)y,
sont respectivement situés en autant de surfaces du 2% degré et & s—2 di-
mensions.

Corollaire I. Les 4-5---n

Situés en autant de sections coniques.

Corollaire II. Les 5.6...n”("_])jn:f)(”—3) groupes (Sp)e de 24
points sont situés respectivement en autant de surfaces de 2’1 degré et a deux
dimensions.

N’allons pas plus loin dans cette théorie; ce que nous en avons dit suffira
pour le cas de 6 lettres que nous avons & considérer.

groupes

&_1_)(”__ groupes (S,); de 6 points sont

§ 6.

Projections sur un espace & trois dimensions et sur un plan.

16. Soient donnés n points quelconques d’un plan S; dans R,_,, qui ne
solent pas situés sur une droite, et projetons-les par un espace S,_,, qui ne
coupe pas S,. On obtient autour de I'espace S,_, n espaces S, ;, qui ne sont
pas situés dans un méme espace R, ,. On pourra donc choisir d’une infinité
de maniéres dans ces n espaces n points tels qu'ils soient situés dans I'espace
R,_, sans é&tre situés dans un espace de dimensions moindre. Ces n points for-
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ment une pyramide en R,_,, la plus simple qui existe dans E,_,; on peut donc
regarder les n points donnés du plan S, comme la projection des n sommets
d’une infinité de pyramides en R,_,. Et réciproquement, d’une telle pyramide
on pourra obtenir par projection toutes les esptces de configurations de n ou
bien moins de n points sur le plan (*). On voit que ce méme raisonnement
peut &tre appliqué au cas d’une configuration de n points dans I’espace & trois
ou & plus de trois dimensions. Donc:

Théoréme XXXVII. D’ une pyramide fondamentale de n sommets de Ues-
pace R,_, on peut par projection oblenir toutes les espéces de pyramides ou
polygones de n ou moins de n sommets de Uespace & trois ou & plus de trois
dimensions et du plan (*).

PROJECTIONS DES GROUPES PRECEDENTS BUR UN ESPACE S;.

47. Projetons maintenant les figures que nous avons étudiées en R,_,
dans les paragraphes précédents, par un espace S, ; sur un espace quelconque
S, qui ne coupe S,_s en aucun point. Si I’espace S,_, est quelconque, la py-
ramide fondamentale sera projetée en S, sur une pyramide 4", \47,... A"
générale.

Si I'on projette les groupes projectifs d’un nombre infini de points (n.° 4)
on obtient en S; des groupes (P) analogues, mais qui ne sont plus projectifs,
car pour les groupes projectifs dans I'espace & trois dimensions la pyramide
fondamentale des points doubles doit se réduire 3 un tétraddre. On voit donc
que les groupes (P) sont une généralisation des groupes projectifs de I'espace
a trois dimensions par rapport & une pyramide de » sommets. Ils sont situés
sur des courbes transcendantes ou algébriques W, qui sont les projections des
courbes correspondantes dans I'espace R,_,. Ces courbes W’ sont aussi une
généralisation des courbes W de l'espace & trois dimensions. , ,

Le groupe (y)."—' sera projeté en un groupe (y)m-* de S;. Le nombre des
n(n-—-l)-n(n-—-s—l—l),

2.3..8

faces 4, , de la pyramide fondamentale en R,_, est

donc du théortme VI il résulte que:
Théoréme XXXVIII. Les points (y)m - (n=2¢% ou n=2¢+1) sont si-
nn—1)---(n—s+41)

tués m & m sur mnt.
2:3...8

droites, o s=1, 2, 3,... &

(*) Nous disons que deux configurations de m points dans un espace quelconque sont de
la méme espdce, quand les m points ont la méme disposition dans les deux configurations.

(*) Voir le théordéme général sur les configurations que j'ai donné dans mon Mémoire
des Math. Annalen, p. 177.
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Et si I'on pose dans le théordme VI s==1, 2 on obtient:

Théoréme XXXIX. Les mn~* points du groupe ,(y)m > sont situés m &

m sur m droites passant par un quelconque des sommels A de la pyra—

mide dans S,. Ils sont situés aussi m & m sur m»™* droites, qui rencontrers €

nin—1)
2

Et du théoréme VII on déduit:

Il y a un certain nombre (qui ne doit pas étre difficile & déterminer) de
systémes de mn* cycles de m points situés sur des courbes algébriques W~ -
Si m est égal & n, les courbes W' sont des courbes rationnelles de (n—1)™<
ordre. ,

Les courbes W dans R,_, ont toutes leurs singularités sur les sommets, suxr
les arétes, ete. de la pyramide fondamentale; les courbes W’ auront les mémes
singularités et en outre celles qui dérivent de la projection méme. Dans mora
Mémoire des Math. Annalen & la page 208 j'ai démontré que, d'une courbe
rationnelle de (n —1)™® ordre dans R,_, on peut obtenir par projection toutes
les esptces de courbes rationnelles de (n — 1)™° ordre, ou d’ordre moindre, du
plan et de I'espace & trois dimensions. On voit donc que I’on peut construire
sur chaque courbe rationnelle du plan et de Uespace & trois dimensions des
cycles de n points analogues & ceux que mous venons de trouver.

48. Des théordmes XIII, XVI, XXI on a:

Théoréme XL. Les deuz groupes de ™ ("Z— )
n(n—1)

2
P'{0) divisent harmoniquement les deux sommets A, AP, De méme, les droites
P =&)rd) donnent par projection des droites \P(*P)(r3), qui passent par les points
PlB), P,

Les points P{* sont situés 3 & 3 sur

nin—1)(n—2)(n—23)
‘ 2-3-4
quadrilatére.

Les points (Pi®, ,P'(® sur une face plane de la pyramide fondamentale sont
les sommets d’un quadrilatére, et ceux qui sont situés sur les 6 arétes d’'un
tétraédre de la pyramide forment un systéme desmique. Ils forment donc en
n(n—1)(n—2)(n—3)

2:3:4

une quelconque des arétes de cette pyramide.

points P{®, P sont pro-

Jetés en deux groupes de points PR, P, oy les deuz points PP,

nin—1)(n—2)

=5 droites, 6 & 6 sur

plans. Les 6 points d’un tel plan sont les sommets d'un

tout systémes desmiques,
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Des théoremes XV, XVII, XXV on déduit: |
Théoréme XLI. En projetant un groupe quelconque (Si)y de R,_; sur S;
on obtient un groupe de 1-2.--n=N points (S,)y dans S,, qui sont situés

deuz & deux sur % droites passant par un quelconque des points JPy*. Iis
sont situés aussi deux & deux sur % droites, qui coupent une quelconque des

droites PP, Ces N points forment de % ou de % maniéres différentes

- cycles de n poinls, situés respectivement sur des courbes W rationnelles

du (n— 1)™° ordre.
Des corollaires I et II (n.° 16) on tire:

Théoréme XLII. Les N points de (So)y forment 4-5--.n. n(n "21.);”—'23

groupes (S,); de 6 points situés sur un égal nombre de coniques, dont les plans
nin—1i(n—
2.3

2) Jaces de la pyramide AY,... A" de S;.

2:3
Theoréme XLIII. Les mémes N points forment5.6...n. aln- 1)2(." 3_.24)(”- 2
groupes de (So). de 24 points situés en autant de surfaces du 23 degré en S;.
Et des théorémes XXXII, XXXIII.

Théoréme XLIV. Pour chaque groupe de substitutions A d' ordre p on
obtient d’un point S, un groupe de p points (Si)p. Avec tous les N points

se rencontrent 4-5...m & 4-5.-.n suvant 2) droites situédes re-

spectivement sur les n(n—1)(n—

(So)y on peut former % groupes (S,)p, ot m=1, 2,... —=-

Theéoréme XLV. Le groupe (S,)y se décompose en deux pyramides de %’-
a

sommets (Si)y, (So)k. Les sommets de ces deux pyramides sont situés deus
% 2 :

deux sur % droites passant par un point (P,)M quelconque.

Or & l'aide du théortme XXXVII on a:

Theéoréme XLVI. Pour chaque pyramide de n o moins de n sommels
dans Uespace & trois dimensions on obtient des configurations analogues & la
précédente, que nous appelons de méme classe.

Si nous projetons, par ex., par un espace S,_s passant par le point Pg®, il
est clair que la pyramide fondamentale dans R,_, sera projetée en S; suivant



140 Veronese: Interprétations gcometriques

une pyramide de » — 1 sommets, parce que S,_; et les deux points Ay’ A7’ sont
situés dans un espace S,_,, qui rencontre S, en un seul point. En outre on

voit aussi que les N points d’un groupe (S,)y seront projetés en % points;

puisque les N points sont situés deux & deux sur % droites passant par le
point P*.

Si I'espace S,_s est situé dans V'espace unité Sz;=0, les points de cet espace
seront projetés en S, sur le plan E, d’intersection de Zz;=0 avec S,. Et du
théoréme XXVIII on aura que tous les points ,(rs) (ot s=2, 3,... n) seront
situés sur le plan E,.

Prosecrions sur uN pLaAN S;.

49. Nous devons projeter la figure par un espace S,_., chaque point P,
de la figure projetée par S,_, donne un espace S._;, qui rencontre S, en un
point ,P,, qui est la projection du premier point sur S,.

Je ne veux citer que les théorémes les plus intéressants, les autres se dé-
duisant de la méme manidre. .

Théoréme XLVII. Les n sommets de la pyramide fondamentale A7,...,
A} dans R,_, sont projetés en général par S,_, sur S, en n sommets ;Ay,...,
AP d’un polygone général. De méme les points Py, P'{%) sont projetés en
n(n—1)

2 .
deuz sommets (AP, ,AF du polygone.

Les points (Po)* sont situés trois a trois sur f—(f:—ll(”-——*—” droites et fora
nin—1)(n—2)(n—3)
2:-3:-4
Les points ,Pi®, ,P(¥) pris ensemble, forment
‘ n(n—1)(n—2)(n—B)

2:3-4 .

deuz groupes de points PRy (P)U® divisant harmoniquement les

ment quadrilatéres.

n(n—1){n—2)
2.3

systémes desmiques de quadrila-

quadrilatéres

qui donnent liew &

téres (*).
Théoréme XLVIII. Les N points d’un groupe quelconque (S))y de Rn_.
se projettent en N points d’un groupe ;(S))v sur le plan S;, qui sont situés

deus & deuz sur % droites passant par un quelconque des points ,P¥).

(!) Yoir A.: Sopra alcune notevoli config. 1. 6., Mem. 1I, Parte II.



de la théorie des substitutions de n lettres, etc. 141

Théoréme XLIX. Les N points d’un groupe «S.)y forment 4-5...n-
n(n—1)(n—2)
' 2.3
ques en S,.
Du théoréme XXXVII nous obtenons:
Théoréme L. Pour chaque polygone de n ou moins de n sommets du plan
S; on obtient des configurations spéciales de méme classe et desquelles résul-
tent des théorémes analogues aux précédents.

groupes 5(S,)s de 6 points situés sur un égal nombre de coni-

§ 7.

Application aux courbes et aux surfaces
dans 1’espace & 3 dimensions et sur le plan.

20. Si nous considérons maintenant une surface F' quelconque dans I'e-
space & trois dimensions du m™¢ ordre, nous savons qu’elle est déterminée par
(m—+1)(m 4 2)(m <+ 3)

2-3

—1 points. Or en posant

(m 4+ 1)(111-}-2)(111—{—3)_”
2.3 -

Ces n points, que nous désignons par ,4Y,..., A", sont toujours la projection
des n sommets d’une infinité de pyramides fondamentales dans 'espace R,_,
(@.° 17). Soit donnée une de ces pyramides, par exemple Ay,..., A"; alors par
les substitutions de n lettres nous obtiendrons pour cette pyramide les groupes,
que nous avons étudiés, dans les paragraphes précédents, par lesquels la py-
ramide fondamentale reste inaltérée. En projetant ses n sommets sur les n
points donnés ,A4y’,... ,A™ situés sur la surface F, on obtient aussi pour ces
points des configurations analogues & celles que nous venons de trouver, et qui
sont une simple expression géométrique des groupes des substitutions de n lettres.
La méme chose a évidemment lieu pour les courbes situées dans I'espace
B, ou bien sur le plan. Mais je remarque que en prenant sur chaque courbe
ou sur chaque surface un nombre n' quelconque de points, (n'<x), on a des
configurations pour les n' points de la courbe et de la surface, qui correspon-
dent & la théorie des substitutions de n’' lettres.
24. On peut regarder les n lettres z,, «.,..., , comme les paramétres
homogenes qui déterminent une surface du ¢ ordre, car nous savons que
Annali di Matematica, tomo XI. ’ 19
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toutes les surfaces dans R, du m™¢ ordre constituent une variété n—1 fois
infinie et qui est représentée par I’équation

. fit2fot - Fanfu=0 (1)

ol fi, ft,.-., f» sont n surfaces tout & fait arbitraires et qui ne dépendent pas
les unes des autres.

En permutant les paramétres r,, z,,..., Z,, comme nous I’avons fait pour
les n coordonnées d’un point dans I'espace R,_,, on obtient d’une surface quel-
conque 1-2-3...n=N surfaces du m™ ordre, qui donnent aussi une inter-
prétation géometrique des substitutions de n letires.

Cela a liew aussi évidemment pour chaque courbe du m™ ordre sur le plan.

Si dans la variété (1) on pose z,=z,=---=z,=1 on voit que la surface

fotfot ot fa=0

se transforme en elle-méme. Elle représente donc la surface fondamentale de
ces configurations,

Quoique dans ce chapitre nous n’ayons pas parlé de I’ Hexagramme mystique,
on s’ apercoit facilement que les propriétés que nous avons données servent de
base pour traiter la question; comme nous le verrons dans les chapitres sui-
vants. Nous montrerons ensuite, que les groupes des droites de Pascar, des
points de Kirkmav, des six figures II, etc. donnent une expression géométrique
particulidre, bien simple et élégante des propriétés des groupes des substitu-
tions de 6 lettres. Les figures que nous trouverons et qui représentent les
mémes groupes de 6 lettres nous conduirent & une extension nécessaire des
groupes qui corréspondent & 1'Hexagramme mystique.
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CHAPITRE II.

PREMIERE INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES GROUPES DES SUBSTITUTIONS
DE SIX LETTRES EN RELATION AVEC LES GROUPES DE L'HEXAGRAMME MYSTIQUE
DANS LES ESPACES A 5, 4, 3 DIMENSIONS ET DANS LE PLAN.

§ 1.

Groupes principaux de I’Hexagramme.
Emploi d’une notation nouvelle.

22. Pour traiter la question par rapport aux espaces & 5, 4, 3 dimen-
sions et au plan, il faut que je donne d’abord un résumé des groupes princi-
paux de I'hexagramme. Je les emprunte & mon travail de 1877; cependant
j'aurai recours ici & une notation nouvelle plus simple et plus conforme & la
théorie des substitutions de six lettres.

Soient donc donnés 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 fondamentaux d’une conique
sur un plan. En joignant les 6 points deux & deux on obtient 15 droites, qu'on
appelle les 15 cotés de I’ hexagramme. Ces 15 cbtés se rencontrent deux & deux,
en dehors des 6 points fondamentaux, en 45 points P, qu'on désigne par le
symbole Pi im, ol %, k, I, m sont quatre indices quelconques de la série 1,
2, 3, 4, 5, 6.

On peut former avec les 6 points fondamentaux 15 triangles A.s, dont les
cbtés contiennent tous les 6 points.

TABLEAU DES TRIANGLES A,g.

Ae 12-34.56 A, 14.25.36 Ay 15-26.34
Ao 16-23.54 A, 15.23.46 A, 12-35.46
A 14-26-35 A, 16-24.35 A, 12.36-45
Ay 13-25-46 A, 13.26.45 A, 16-25.34
Ao 15-24.36 A, 13.24.56 A, 14.23.56.
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Nous verrons plus loin quelle est la signification des deux indices «3 des
triangles Aqg.

Droites pE Pascar.

23. Avec les 6 points de la conique fondamentale (ou bien avec 6 lettres)
on obtient 720 permutations qui correspondent 12 & 12 aux 60 hexagones de
- Phexagramme, ou bien aux 60 droites de Pascar.

Si I'on considére, par exemple, I'hexagone 123456, ses cotés sont 12, 45,
23, 56, 34, 61, et les trois points Py 5, Pss .56, Psi.es s0nt situés sur la droite
de Pascan de I'hexagone 123456. Si I'on opere sur cet hexagone les deux
substitutions cycliques inverses (123456) et (654321) on voit que la droite
de Pascar reste fixe. On peut représenter la droite de Pascan de I’hexagone
123456 par le symbole '

12 34 56
45 61 23

C'est & dire que chacune des 60 droites de Pascav de la figure peut élre re-
présentée par Uensemble de dewx triangles AnpAq,.

Mais il y a un autre triangle A,z qui joue un réle important pour la droite
de PascaL 123456 ou bien A,,A;; c’est le triangle 14-25-36=A,,. 1l est
clair qu'on peut indiquer toute de suite cet autre triangle lorsque I’hexagone
ou le symbole de la droite de Pascan est donné. J'ai appelé A,; le triangle
A.s de la droite de PascaL A, A, (%)

En opérant la substitution (14)(25)(36) sur les triangles A,,, A3 on voit
qu'ils se transforment I'un dans I’autre, c’est & dire que la droite de Pascat
A Ay; ne change pas.

=A;4A4.

Poixts pE STEINER.

24. Si nous considérons I'hexagone 123456 et que nous laissions fixes
les indices impairs 1, 3, 5, ou bien les indices pairs 2, 4, 6, en permutant de
toutes les maniéres possxbles les trois restants nous aurons les deux groupes
suivants de 3 hexagones, savoir:

123456 123654
143652 163452
163254 143256.

(*) A., Nuovi teoremi sull’ Hez., n.° 1.

e
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Les trois droites de Pascar des trois premiers hexagones ont les symboles
AAysy AisAgs, AsAyy et celles des trois autres, Ay;As, AisAy, AwAse. Les trois
premidres droites se rencontrent en un point Gy, de Stemer et les trois autres
se coupent au point conjugué G.. Les 20 points de SteNer se divisent en dix
couples de points conjugués par rapport & la conique fondamentale (¥).

Les deux points de StemNer Gy, Gy peuvent &tre représentés par un sym-
bole unique, savoir

12 34 56
45 61 23 | @)
36 52 14 »

Si nous regardons ce symbole comme un déterminant, les termes positifs de
ce déterminant contiennent respectivement les indices 1, 3, 5; tandis que les
termes négatifs contiennent respectivement les indices 2, 4, 6. Cependant il est
intéressant de représenter les deux points de STEINER conjugués, séparément au
moyen des triangles A,z; ainsi nous représentons le point G, par le symbole
A AjsAss et le point conjugué par le symbole A, A;As. De ces symboles ré-
sulte immédiatement la détermination des droites de PascaL qui passent par les
deux points de Stemer. Nous verrons bientdt que les indices des triangles Aqg
sont donnés par les 6 figures II. J'appelle les triangles Ay, Aj3Ax, AisAiAse les
triangles des points de STEINER G5, G5 (**). Nous voyons aussi a I inspection
de ces symboles que le triangle A,s des trois droites de Pascar, qui se coupent
en un point de STEINER G5, par exemple de la droite A, Ay, est précisément
fourni par le troisiéme triangle A,; du symbole du point considéré G,,. En
outre, remarquons que les trois sommets du triangle par exemple A,, sont
situés respectivement sur les trois droites de PascaL Au;sAs, AsAss, AwAse qui
passent par le point conjugué G.s. Done:

Théoréme LI. Les trois triangles A.p des trois droites de Pascar qui pas—
sent par un point de STEINER ont leurs sommets respectivement sur les trois
droites de PascaL qui passent par le point conjugué.

Pomts pE KirgMan,

25. 11 y a une autre maniére de permuter les 6 points fondamentaux de
maniére & ce que trois droites de Pascar se rencontrent en un point.

(*) Hessn: Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid. Journal de Crerrm,
vol. 24, p. 40.

(**) Nwuovi teoremi, eto., théor. XXII, L e.
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Si I'on considére I'hexagone 123456 correspondant & la droite de Pascaw
Ay, Ay, en négligeant les 6 cotés de 1'hexagone il reste encore 9 cotés avec
lesquels on peut former les trois hexagones

135264, 136425, 153624

qui correspondent aux trois droites A, Ay, AisAis, AyuAy. Ces trois droites se
rencontrent en un point de Kirrmax.

Ce point peut étre aussi représenté par I'ensemble de trois triangles A,g, sa—
voir A, A;sA. On voit toute de suite la différence qui existe entre les indices
des triangles A,z d’un point de Kirkmax et ceux des triangles A,z d'un point
de StEixer. Dans les premiers le méme indice est repété trois fois, les autres
étant différents; tandis que pour les points de StemER on a 3 indices différents,
chacun repété deux fois.

On appelle le point A, AisA,s le point de Kirrmax correspondant a la droite
de PascaL A;pA5.

Figures II.

26. Ce sont six figures formées par 10 points de Kirkmax et par les 10
droites correspondantes de PascaL; trois droites de Pascan passant en chacun
des dix points et trois points étant sur chacune des dix droites. Les dix points
et les dix droites sont pdles et polaires par rapport & une conique.

Je donne ici un tableau des 6 figures IT et j’en donnerai ensuite une nou-

velle notation au moyen des triangles Aqg.

TaBLEAU DES 6 FigURES II.

L IL. IIL
Gy 123456=pus | Gi  125634=pus | Guy  163254=pus
Gus  135264=1pus | Gos 153246 =Dy | Guse  153462=1p,
Giss  136425=py, | Gue 154623 =py, | Gos 156243 =p,y,
Gus 153624=p,; | Gue  135426=1pps | Gois  135642=p,ss
Gus  124365=pus | Gue 126543 =pus | Gy 142563 =pys
Gus 154236 =pus | Gue  136254=pys | Guw 132456 =pys
Gui  126534=1pis | Guy 124356 =Dy | Goss  146352=2pys
Gii 145326 =gy | Goys  163524=pys | Giss 123546 =pus
Gus 125643=ps | Gy  123465=pu | Guss 143625 =1p,,
Gus  132546=py | Guy 132546 =pus | Gix  154326=ps,
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G456
G!N
Gl:“
G434
G345
GS“
GNS
GMG
Gus
G!“

Iv.
125436 = pass
153264 =p,s,
156423 =p,,
135624 =p,
124563 =p,,

134256 =pi,
126354 =ps
143526 = pys
123645 =py,
152346 = pys,

GIM
Gl!5
Gl35
G235
GS(S
G356
GNS
G’SG
Gl 45
Guc

V.
145632 =pa.
135246 =p,,,
134625 =p,,
153426 =p,s,
126345 =pie
156234 = p,,s
163542:-=p,q
165324 = prs
125463 =p,s,
132564 = pys,

GlSG
Gz
G! 26
G;ss
Giss
G s
G!56
Gsm
sts
Guc

VI
165234 =py
135462 =p,,
136245 =p,,,
153642 = pys
142365 =p,,
152436 =pi
146532=p,s,
125346 = pyos
145623 =p,,
134526 = py,

Je fais observer que les indices des droites p n’ont rien de commun avec les
indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui désignent les 6 points fondamentaux, ou bien avec
ceux qui désignent les 6 indices des 15 triangles A,g relatifs aux 6 figures II.
Ce sont seulement des indices se rapportant aux dix droites et aux dix points
d’une figure II. Par exemple sur la droite p,;s sont situés les points de Kirrmax
K., Ky, K. et elle correspond au point K,,. Le point K,, est le pole de la
droite ps,s par rapport & la conique IT de la figure & laquelle il appartient. Le
point de SteiNer qui est placé A c6té de chaque droite de Pascar désigne pré-
cisément le point de SteNer situé sur la droite.

Mais les propriétés des 6 figures IT résultent bien plus clairement du tableau
que je vais donner en représentant les droites de Pascar par deux triangles Aqg.

Tasreav II pes 6 ricures II.

L
12.34.56 =4,
16-23-54=A,
14-26-35=A,,
13-25.46 =A,;
15.-24.36 =A,,

=A;3A3A105404

II.
12-34.56=A,,
14-25-36 = Ay
15.23-46 = A,
16-24-35=A,s
13-26-45=A,,

=A1280300 0050 se

16-23-54=A,
14.25.36 = Ay
13-24.56 = A,
15.26-34 = A4
12.35-46 = A,
=A 1300303035055
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HI. IV. V.
14-26-35=A4A,, 13-25-46=A,; 15-24-36 =A,s
15-23- 46 = A,, 162435 = Ay 13-26- 45 = Ay
13.24.56 =A,, 15.26-34 =A;; 12.35-46 = A,
12-36-45=A; 12.36-45 =24, 16-25.34=A,
16-25-34=A, 14-23.56 =A; 14-23-56 =Aq
=040y AsA =A5AA35005A5 =AsAsAgsAsAss

On voit donc par ]a que les indices des triangles A,z dépendent des indices
romains des 6 figures II. En outre, on voit facilement qu’a la droite de Pascar,
par exemple A,,A,; de la figure I, correspond le point de Kirman A A A
de la méme figure, que sur la droite A,A;; sont situés les points A,,A,;A,,
ApApAy, ApAd et enfin que par le point de Kirrman A, A;A,, passent les
trois droites A, Ay, Ay AisA,. Il en résulte aussi qu’il n’est pas possible
avec les 5 triangles A, d’une figure II de former le symbole d’un point de
Stexer. Ce tableau démontre ¢galement que les 10 droites de Pascar d’une
figure IT ne passent par aucun des sommets des 5 triangles de la figure.

Deux figures II, par ex. I et II ont le triangle A,, commun et trois figures
par ex. I, II, III ont deux A deux les trois triangles A, Ay, A,; communs
déterminant le point de StemNer G'..; tandis que les trois autres IV, V, VI
ont deux & deux les triangles Ay;, Ay, A;; communs, qui donnent le point con-
jugué Q.

Nous faisons observer aussi que les 6 figures I sont symétriques par rap-
port aux 6 points fondamentaux, c’est & dire que les 120 permutations cor-
respondantes aur dix droites de Pascan d’une de ces figures sont symétriques
par rapport aux 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 65 en d’autres termes on ne peut faire
correspondre les G figures I respectivement aux 6 points fondamentauz (*).

Les 6 figures TI condensent en elles-mémes toute la théorie de U hexagramme.

Droites pE CAYLEY.

27. Nous avons vu que les droites A,,Ay;, Apde, AisAs passent par le
point Gs et que les droites A,;Ag, AAss, AwAs passent par le point con-
jugué G .

() M. Caporarnr dans son travail récent, Sull’ Esaedro completo, Atti della R. Ace. di
Napoli 1881, a trouvé la belle propriété qu’il existe dans 1’hexagramme 6 droites qui cor-
respondent respectivement aux 6 figures II.
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Nous avons vu aussi que ces deux points de STeINER peuvent étre représentés
par le symbole '

12 34 56

45 61 23 (1)
36 52 14

ol les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 qui y sont contenus, se rapportent aux 6 points
fondamentaux, tandis que les indices des triangles A se rapportent aux 6 fi-
gures IL

Or, considérons les deux groupes des trois points de Kirkman correspondants
aux droites de Pascar indiquées plus haut; ce sont

ANAISAIG) A!lAZS Azc; Aal A35A36
Al { AM Aﬂ ) AlS A25 A357 AIG AM A36 4

Ces deux groupes de trois points sont situés sur deux droites cis, €55 de
CavLEy, qui correspondent aux deux points de SteEmErR G5, G6. Les deux
droites c,s3, €45 ne sont pas conjuguées par rapport & la conique fondamentale (¥).

D’aprés ce qui préceéde on voit qu’on peut représenter les droites de CayLEY
Cis3, Cise par le symbole sous forme de déterminant

’ AM ASG A25
| Aw As Au | @)
| B Bu A

Les triangles des termes positifs de ce déterminant représentent les trois
points de Kirruan situés sur la droite c.s, tandis que les termes négatifs re-
présentent les trois points de KIRrMAN situés sur la droite cis.

En outre, je remarque qu'aucun triangle A,s du symbole (2) n’entre dans
les symboles des points correspondants de STEINER Gy, Gys6. Il est donc trés
facile, étant donnés deux points conjugués de STEINER G5 Gise de déterminer
les symboles (2) des droites de CavLEY correspondantes.

On voit que les indices des triangles A,z du symbole (2) et ceux du sym-
bole (1), qui représente les deux points G, Giss, De sont pas les mémes; mais
il n'est pas possible de disposer les indices dans tous les symboles (2) de ma-

(® A., Nuovi teoremi, ete., n.° 6.
Annali di Matematica, tomo XI. 20
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niére & ce qu’ils soient identiques aux indices des symboles correspondants (1),
car cela reviendrait & faire correspondre les 6 figurcs II, desquelles dépendent
les indices des triangles A.g, aux points fondamentaux; ce qui n’est pas possible.

DEs FIGURES DETERMINEES PAR DEUX FIGURES QUELCONQUES II.
SystiMEs [Z2]m (*).

28. Nous avons vu (n.° 26) que deux figures II, par ex. I et II, ont le
triangle A,, commun. Il n'y a aucune droite de Pascar, de ces deux figures,
qui passe par un quelconque des sommets du triangle A,,. Ces figures ont les
points P suivants communs, savoir

13.24, 14.23, 15.26, 35.46, 16.52, 36.54 (**)

qui sont situés trois & trois sur quatre droites de Pascar, savoir piit, pl;, Pl
Pls qui appartiennent respectivement aux quatre autres figures II. Ces droites

ont Ies sym60les A’nA”, A“Ag‘, A|5Ag;, AlsAge-
Il y a en outre deux quadrilatéres de droites de PascaL des deux figures,

8avoir
PrusPisPiubless  DriePisPisPlis
qui sont donnés par les hexagones
123456, 126534, 125643, 124365;
125634, 123456, 124356, 126543
et qui se coupent deux & deux aux 12 points P situés sur les cdtés du triangle

A, les sommets exceptés, et en outre aux quatre points de STEINER Gesy Giady
Giss, G situés sur la droite de StemNEr-PriickEr g,, commune aux deux fi-

gures I, II.
Ces droites sont représentées par les symboles

ApApy, ApAuy, Aplis, Aplg AizAszy  ArzAoiy  AspAesy  Agplss. (1)
Les deux quadrilatéres ont donc six points de KirkmaN pour sommets, savoir

ApApAy, ApldplAis, ApldipAg, ApAuldisy ApAulbde, ApAsl @

ApBesAgyy AunldpsAysy, ApAsAssy ApAsBiy ApAsAgsy Ayples g,

(*) A., Nuoti teoremi, etc., n.° 10 et suivants.
(**) A., ib, no 5.
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Ces 12 points de KirgmaN sont situés deux & deux sur 6 droites v, qui pas-

sent respectivement par les sommets du triangle A,, divisant harmoniquement

ses coOtés. ' '
Par exemple les deux couples de points

ANAM A!.'n Al! AM A!.’p; Al! AIG A“) . AIQANAH

sont situés sur deux droites v,,, qui passent par le sommet 12.34 du triangle
Ay Dans tout Phexagramme on a 90 droites v,, (*).
Les trois droites v,,

Ai:At4Ais, A Agy Ags; A1z AisArsy  ArrAsiAse; .AnzAtsAnc, AipApsAss (3)

qui passent respectivement par les trois sommets du triangle A,;, se coupent
en un point Z}},, qui correspond & la droite pii; déterminée par les deux fi-
gures 1 et IT (**). Je désigne le point Z!, par le méme symbole que la droite
phy, c’est & dire AyA;;. En effet, nous verrons dans le paragraphe ol nous
traiterons des groupes des substitutions de six lettres, que les groupes de sub-
stitutions qui laissent inaltérée la droite p\ transforment le groupe (3) en lui-
méme; ou, ce qui revient au méme, laissent le point Z!, fixe.

J’ai démontré que les 90 droites v,, se rencontrent trois & trois en 60 points
Z, qui, comme nous venons de le voir, peuvent &tre représentés par les mémes
symboles que les droites de Pascan. Ces 60 points Z, sont situés trois & trois
sur les 20 droites de Cayrey; les trois points d’une telle droite, par exemple
€123, correspondent aux trois droites de Pascar passant par le point Gy, donc
les symboles de ces trois points sont

AazAn; ' Alega, AgsAgs.

Les 60 points Z, sont aussi situés trois & trois sur 60 droites 2,. Par ex. les
trois points Z, qui correspondent aux trois droites de PascAr A, Ay, ApA,,y
A Ay passant par le point A,;A; A, sont situés sur un droite z;, qu'on peut
désigner aussi par le symhole A,,A;sA,. Nous voyons donc par 1 que les points
Z, correspondent aux droites de Pascan et que les droites z, correspondent
aux points de Kirkman; en outre la correspondance entre les points Z, et les
droites 2, est analogue & celle qui existe entre les droites de Pascar et les
points de Kirrmax. ' '

(*) A., Nuovi teoremi, ete., théor. XXII.
(**) A., ib, théor. XXIV.
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- Les 60 droites z, passent trois & trois par les 60 points Z;, par ex. les trois
droites A.,A,,A“, ApApAgs,y Ay AuAg passent par le point Z; représenté par le
symbole A,;A,;. En outre elles passent trois & trois par les 20 points de StEINER.
Aux trois points de KIREMAN A, AjsAssy AsiBisArsy AsiAssAsa (n.° 27) situés sur
la droite de CAYLEY ¢,e correspondent les trois droites 2,, qui sont représen-
tées par les mémes symboles et qui passent par le point de STEINER G5;. Donc
on peut représenter ausst les points de STEINER G, Giss par le méme sym-
bole (2) (n.° 27) que les droites de CAYLEY c,55, Ci5e. On voit aussi que les
points Z, et les droites 2z, forment 6 figures I, analogues & celles qui sont for-
mées par les droites de Pascan et par les points de Kirrmax.

J’ai aussi démontré qu'il y a une infinité de systemes analogues [Z2z]m
qui découlent 'un de I’ autre au moyen de certaines droites ., vy, etc. et de
points Vi, Vs, etc. qui correspondent deux & deux aux points P du systéme
Pascar-Kmguax (*). Quoique ces systémes aient leurs propriétés principales
communes avec le systtme Piscar-Kirkmax ils ne sont cependant pas donnés
par 6 points d’une conique. D’aprés mon Mémoire de 1877 ou d’apres celui de
CrEnoxa (**) on voit que notre symbolique peut étre étendue aussi & tout sy-
stéme [Z2].

29. Les deux figures I et IT déterminent aussi une autre figure analogue
a celle que nous venons d’étudier, c’est & dire qu’il y a deux quadrangles de
points de Kimrrmax qui correspondent aux deut quadrilatéres de droites de
Pasoar du numéro précédent, savoir

A“'A,,,A,,, A13AysAge, AtsAuAm AlaAuA:s;
AgsAgs Ass,y Ag3Ags Ase, Ar3 Ay Age,y M2 A0 Ase

qui sont situés deux & deux sur les 4 droites de CAYLEY Cipy Cinyy Citsy Cuse-
Ces droites passent par le point de Samox S,; correspondant & la droite g,,
des deux figures I, IL. Or, dans les symboles des quatre droites ¢y, Ciedy Ciss,
¢us [(2) n.° 27] n’entre pas le triangle A,,, puisqu’il est contenu dans les sym-
boles des points de SteiNer correspondants, donc on peut représenter la droite
de SteNEr-PLickER g, €t le point de Sarnox S, par le symbole A,,.

I est vrai que dans la question proposée par I’Académie royale de Belgique,
et & laquelle j'essaie de répondre par le présent travail, on ne demande pas

(*) A., Nuovi teoremi, etec., théor. XXIX.
(**) Camyoxa, 1. c.
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d’étendre les groupes que j'ai trouvés dans mon Mémoire de 1877; mais par
la notation méme que j'ai donnée ici des 6 figures I on voit et on verra
mieux par la suite qu’elles sont trés utiles sinon nécessaires.

§ 2.

Groupes des substitutions de trois lettres
et interprétations géométriques.

30. Nous passons maintenant & la détermination et & 1’interprétation des
groupes de 6 lettres, et nous montrerons en méme temps la correspondance qui
existe entre ces groupes et ceux de I'hexagramme. Nous donnerons ensuite
une premitre interprétation, d’abord dans I'espace & 5 dimensions, puis, par
projection, dans I'espace & 3 dimensions et dans le plan.

Mais dans la théorie des substitutions de 6 lettres est contenue la théorie
des substitutions de 3, 4 et 5 lettres; il nous faut donc étudier tout d’abord
les groupes des substitutions de 3, 4 et 5 lettres.

M. J. Serrer a donné les fonctions des groupes de 4, 5 lettres, et la fon-
ction d'un groupe remarquable de 120 substitutions de 6 lettres qui est une
exception du théoreme de BerTraxp que « toute fonction de n lettres, qui a n
valeurs distinctes est symétrique par rapport & n—1 lettres » (*).

Nous déterminerons les groupes de 6 lettres en nous appuyant sur les groupes
de I'hexagramme; nous verrons ainsi que les 6 fonctions de Serrer donnent
précisément les groupes des 6 figures II de 1'hexagramme.

31. Les groupes qu’on peut former avec trois lettres x,, z,, s ou bien
avec trois indices 123, sont au nombre de trois seulement, savoir:

1, (12); 1, (123), (132);
et le groupe total
1, (12), (13), (23), (123), (132)

Si nous considérons, donc comme dans le cas général, que z,z,z, sont les coor-
données d’un point S, sur un plan on obtient 6 points, savoir:

212,25, XT3y, 32,7y, X737, T3 T 2y, T:7,7s

(*) Serezr. Journal de LiouviLre, 1850, p. 70.
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qui forment deux groupes séparés de trois points et qui représentent les per-
mutations des trois indices 123 ou bien des trois lettres z,x, ;.

Le théoréeme XIII nous apprend que sur les cotés du triangle fondamental
il y a 6 points Py, Py, P&; P'4» P'4» P'®: que Pi» et P'*® sont situés
sur le coté AP AP et divisent harmoniquement le segment AXA®. Les coor-
données de ces six points sont respectivement

l—10, 10—1, 01—1; 110, 101, 011
les trois premiers points étant situés sur la droite unité
z,+ x4 2,=0.
Nous avons aussi un groupe de deux points (1) n.° 10
ryrel, r3rsl

ou 7; est une racine cubique de I'unité. On a donc des théoremes XV et
XXXIV:

Théoréme LII. Les 6 points d’un groupe (S,)s forment deux triangles
homologiques de {rois maniéres différentes, les trois points Py et les trois
droites TI™®), dont les équations sont de la forme '

xi—xh=0

élant centres et axes d’involution.

Dans ce cas, comme le groupe des trois substitutions paires est le groupe
qu’on obtient par la substitution cyclique (123) nous voyons que les trois
sommets d'un quelconque des deux triangles de (S,)s donnent un cycle pro-
jectif de trois points par rapport au triangle qui a pour sommets le point unité
et les deux points 7,721, rir;1 de la droite '

z,+x,+2,=0. (1)

Du numéro 10 il résulte que les deux autres cotés de ce triangle sont:
rs %, 12z, +2,=0 @
rix, -+ 12, + 2, =0. 3)

Les trois cotés (1), (2), (3) forment donc un cycle projectif de trois droites par
rapport au triangle fondamental.

Les sommets forment aussi un cycle projectif et il n’est pas difficile de vé-
rifier que ces points sont situés sur trois coniques ¥, qui passent respectivement
par deux des sommets du triangle fondamental en y touchant les deux autres
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cotés. La propriété corrdlative a lieu aussi pour les cotés (1), (2), (3) du triangle
des points doubles de I’homographie cyclique (123). Done: :

Théoréme LIII. Les deux triangles du groupe (S,)s donnent deuz cycles
projectifs de trois points et en méme temps de trois droites par rapport au
triangle des points doubles (111), (r5721), (rir,1) de I homographie cyclique
de 3™ ordre déterminde par la substitution cyclique (123).

Les sommets d’un quelconque des deux triangles sont situds sur trois co-
niques W, qui passent respectivement par deux sommels d’'un c6té du triangle
des points doubles en y touchant les deux autres cét’s. (Les coniques sont ima-
ginaires avec 4 points réels.)

Les sommets du triangle des points doubles donnent aussi un cycle projectif
de trois points par rapport au triangle fondamental et sont situds sur trois
coniques, qui passent respectivement par les deux sommets d’un c6té du triangle
Sondamental en y touchant les deux autres cotés. (Les coniques dans ce cas
sont réelles.)

Du théoréme XXXIV on déduit: :

Théoréme LIV. Les 6 points d’'un groupe quelconque (S,)s sont situés sur
une conique du faisceaw

2z} 4+ 222w =0.

Cette conique passe par les points (ryr:l), (rirsl) et y touche les droites qui
Joignent le point unité & ces deux points.

32. Les 6 points d'un groupe (S,)s forment un hexagone spécial qui a
des propriétés intéressantes. Désignons en effet les 6 points

YiYelYsy YelYslYsy YsYiYes Y2Y1Ysy YsYelY, YilYsYs

respectivement par les indices 135, 246. Il est alors facile de prouver que
les 9 points Py sy Pis.ssy Pouss; Pis.2ay Pio.asy Py 53 Piisey Piassy Py 26
tombent respectivement sur les trois points Py» P, P§¥; c’est & dire que
les triangles Ay, Ay, As; du paragraphe précédent se réduisent & ces trois
points. Donc les droites de PaSCAL Ay Ay, AwAss, AsAgy fombent sur la droite
Tyt 2, +2;=0. ,

En outre par le point, par ex. P, ; ou P! passent encore trois droites de
Pascar, savoir: '

pil=125346,  pl,—=126345,  pli,=125436. )

Chaque droite passant par le point P3®, ou bien chaque point situé sur la
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droite
z,—2,=1*=0

doit avoir ses deux premieres coordonnées égales, c'est & dire que les trois
droites de Pascar (1) forment un groupe de 6 droites réduit & 3. De méme
pour les 8 autres points P, qu1 tombent sur les points Py?, P, Pg*. On a
donc 27 droites de Pascan, qui forment trois & trois 9 groupes spéciaux de
trois drottes.

Il en reste encore 30 qui forment 6 & 6 cinq groupes (p); de 6 droites, et
qui ont les propriétés corrélatives de celles des 6 points d’un groupe quelconque
(Sy)s- Donc:

Théoréme LV. Si les 6 pomts JSondamentaux d’une conique forment un
groupe (S,)s tous les ¢léments, qui appartiennent au méme groupe de U hexa-
gramme, par ex. toutes les droites de Pascaw, tous les points de Kirkuax, efc.
donnent des groupes de 6 ou de 3 €léments, qui ont les mémes propriétés que
le groupe (S,)s.

33. Du théoréme XXXVI il suit que trois groupes (S,)s sont situés sur
une courbe du 3™° ordre du systéme

33+ AZxian 4 pna 22, =0 i, k=1, 2, 3. 1)

Les trois courbes 2x}=0, Sx}xr=0, ,2,2,=0 coupent la droite unité aux
points Py®, Py®, P$¥; nous aurons donc:

The’oréme LVI Deuzx groupes quelconques (S,), sont situés sur une courbe
du 3™¢ ordre, qui appartient au systéme (1). Les courbes du systéme passent
par les trois points Py®, P{®, Pg.

Et par analogie:
Trois groupes quelconques (So)s sont situés sur une courbe de 4™ ordre,
qui appartient auw systéme

Sri+AZxize+p ot 4+ vIair, 2, =0

et qui touche la droite unité aux deux points ryril, rirl.
Si1’on suppose que le point y,¥, ¥, soit situé sur la droite z, + ., 4+ z;,=0 on a:
Théoréme LVII. Si le point S, tombe sur la droite unité, les 6 points du
groupe (S,)s sont situés sur cette droite et ils forment trois couples de points
équidistants relativement aux points Py*, P P, Ils forment aussi deux
cycles projectifs de trois points par rapport aux points (ryril), (rirs1).
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§ 3.

Groupes des substitutions de quatre letires
et interprétations géométriques.

34. Pour les groupes des substitutions de 4 et 5 lettres je me sers des
résultats de M. J. Serrer (*). Il ne donne que les fonctions, ce qui revient au
fond & donner les groupes; seulement en donnant les groupes on peut en tirer
des conséquences, qui pour notre maniere d’interpréter la théorie des substitu-
tions sont fort intéressantes.

Nous laissons maintenant de c4té les groupes, qui sont relatifs & 2 ou 3
lettres, et que nous avons déja considérés. D’aprés Serrer on a alors les types

suivants des fonctions de 4 lettres, & coté desquelles j'écris les groupes corres-
pondants

I (x,+axy)(z. +azx,)
1, (12)(34)
IL @ +2z)Fa(x:+x)

Lo (12, (34, (1239

Ce groupe est engendr¢ par deux quelconques des trois derniéres substitutions.
Dans le groupe total il y a trois de ces groupes.

II1. (@ —22) (25— ) ‘
1, (12)34), (13)24), (14)(2@3).

Ce groupe est aussi engendré par deux quelconques des trois dernidres subs-
titutions. Dans le groupe total il n’y a qu’un groupe de ce genre. -

IV. (1 — 2) (%2 — 2) [(&1 — )t — (T — 2)]
1, (13)(24), (1234), (1432).
Ce groupe est engendré par la substitution cyclique (1234).
V. T Ly L5 74 - - .
1, (12, (34), (1234, (13)@4), (149G, (1423), (1324,

(* L. ec. s o -
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1l est engendré par deux substitutions, par ex. (12), (13)(24). Dans le groupe
total on a trois de ces groupes.

VI (T —2) (2, — 2) (2 — 2.) (T, — @) (X — 2) (T — 7))

1, (12)34), (13)24, (14(@23), (123), (132), (124), (142)

‘ (234), (243), (134), (143).
C’est 1o le groupe des 12 substitutions paires, qui peut étre engendré par deuz

substitutions par ex. (123), (124) ou bien (12)(34), (123).
VII. Groupe total

z+ 2.+ 2+ 2,
qui peut étre engendrd par les couples des substitutions
(13), (134);  (12), (1234);  (132), (1234);  (1234), (12)(34).

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DANS L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

35. Du théoréme XIII on déduit pour n=4:
Théoréme LVIII. Sur chaque aréte du tétraidre fondamental, par ex.
AP AP =A™, il y a deux points Py®, P'}?, dont les coordonndes sont 1, —1,
0,0; 1, 1, 0, 0, et qus divisent harmoniquement les deux sommets AP AY.
Ilya aussi deux plans TIY, II'y?, dont les équations sont

X, —1'3=0 x, —xo=0
et qui passent par Varéte AP A = AJ®. Les 6 plans II,* passent tous par
le point unité, tandis que les 6 points Py* sont tous situds sur le plan unité.
Chaque plan l'l“") passera par deux points P’ et t par un point Py®. De

méme pour tous les plans IIY*) (*).
Je fais observer que les 12 points Py¥, P’(*) forment trois tétraédres, savoir:

! (; /(34) . ( Y D'24),
PL!!)’ P (012)’ Po:u)’ P Ll)’ Polfl), 1) (013)’ P:fl), 1 (04)’
' (14) ay (23 /(0
Po ) ‘P o P0 ,’ P :)'”
dont les faces sont préclsément les plans correspondants IT;®, I}, II3*, TI'?Y) etc.

Ces trois tétraédres, que je désigne par les symboles (P°), (P", (P ") ont la
propriété remarquable d’étre homologiques de quatre maniéres différentes, les

(*) J'énonce toujours ces théordmes pour chaque cas particulier, parce que les figures qui
en résultent jouissent de propriétés spéciales.
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sommets et les faces opposées du troisitme étant centres et plans d’homologie.
Il y a aussi trois autres tétraédres qui jouissent de la méme propriété. Ce sont
le tétraddre fondamental (4) et les deux tétraédres (B), (C) (*)

1 1 11 -1 1 1 1
-1 —1 11 1 -1 1 1
—1 1 —1 1 1 1 —1 1

1 -1 —11 1 1 1 —1.

Nous aurons a considérer cette figure dans le 3™ chapitre.
Du théortme XIV on déduit:
Théoréme LIX. Les trois tétraédres (P), (P"), (P™) sont conjugués par
rapport & la surface de 2! degré

o+t o+ 2=5,=0.

Du théoréme VI on a:

Théoréme LX. Si Von multiplie les coordonndes d’un point S, par les
racines carrées de Uunité de toutes les maniéres possibles, on obtient 8 points
qui déterminent deux tétraédres homologiques de quatre maniéres différentes,
les sommets et les plans du tétraédre fondamental (A) étant centres et plans
d’homologie. Si le point S, est le point unité, on obtient deux tétraédres (B) et
(C) qui sont aussi conjugués par rapport & la surface S:.

En outre, du n.° 7 on obtient en changeant les signes de S} 8 surfaces du
24 degré, savoir: '

ztaitaidai=0  —zitaitatai=0

|

—al—2i a2 =0 2 —a+al =0 | 1)
— o+ o —2+ =0 v+ a—r+2i=0 ﬁ
2} — 2} — 25+ 2} =0 2+ o+ ai—ai=Q |

qui jouissent de propriétés analogues a celles des m»~! surfaces du n.° 7; elles
sont par ex. réciproques d’elles-mémes par rapport & I'une quelconque d’entre
elles (**).

(*) Voir A.: Sopra alcune not. configur., 1. c., Mém. II.
(**) A.: Sopra alcune not. configur., 1. c., Mém. II.
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~ Du théoréme X on déduit aussi:

Théoréme LXI. Les deux tétraédres (B) (C) sont conjugués par rapport
a toutes les surfuces (1) (*).

36. Du théortme XV on déduit:

Théoréme LXII. Les 24 points qu’on obtient en permutant les 4 coor-
données d’un point S,, sont situds deux & deux sur 6.12 droites, qui passent
12 & 12 par les points P{®. Les deux points d’une telle droite sont divisés
harmoniquement par P{*) et par le plan II;%.

En opérant I'involution («8)(y9) («, B, 7, ¢ sont identiques, & 'ordre prés,
aux indices 1, 2, 3, 4) sur les coordonnées du point S;, on déduit des théo-
rémes X VI, XVII XIX

Th(’orcme LXIII. Les 6 pomts P“") déterminent 3 droites’ P(*’ (00 (, B,
7, ¢ sont identiques, & 'ordre prts, aux indices 1, 2, 3, 4) qui contiennent les
deuz points P{*P P{?. De méme les plans TI;*) se rencontrent en trois droites
N{A%) par lesquelles passent les deux plans NP, N et qui sont déter-
mindes aussi par les deux points P'{*P, P'(*). Les 6 droites P{F), 1{"# (79
donnent deux & deux trois couples d’arétes opposdes respectivement des tétrac-
dres (P'), (P"), (P"). Les trois droites N{*"(") passent par le point units, et
les trois droites P"#)() sont situces sur le plan unité.

Théoréme LXIV. Les 24 points du groupe (S,)., sont situés deux & deuz
sur 3.12 droites, qui coupent 12 & 12 les droites P{*?(:°) gt les droites cor-
respondantes T1"P (7). Les deux points situds sur une telle droite sont divisds
harmoniquement par les deux poinls d’intersection.

Si I'on optre sur les coordonnées du point S, la substitution cyclique (123 4)
on obtient 4 points, qui forment d’aprés le n.® 10 un cycle projectif de 4
points par rapport au tétraedre (1, 1, 1, 1) (—¢, —1,4, 1), (—1,1, —1, 1)
(4, —1, —1, 1), ot i=V—1. En posant par ex. ¢=r,, les faces de ce té--
traedre sont

rn+ o+ zmtr=0 1
ra+riv, iz, 4+, =0 e :
rint Ttrize+ =0 ) o
rx izt rivs+2,=0

(*) J’appelle aussi tétraédre conjugué par rapport a une surface du 2? degré un tétraédre
dont les sommets sont situés sur la surface et dont les faces sont les plans tangents cn ces
points,
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les sommets et les faces 'de ce tétraédre forment deux cycles projectifs de 4
points et de 4 plans. Ces 4 points sont situés sur une courbe W du 3™ ordre
(théor. XXIIT). Dans ce cas on voit que les cones qui projettent cette courbe
W sont simplement (n.° 4) '

xtxa’—"x;; Z; 1, =23, Z, ;=13 .’I’::I"=:1';.

(’est donc une courbe W qui passe par les points z,=x,=2,=0, %, =12,
=z,=0, en y touchant les arétes r,=2,=0, z,=x,=0 et qui a dans le
premier le-plan x,=0, dans le second le plan z,=0 comme plans osculateurs.
Done:

Théoréme LXV. Les points doubles de Uhomographie donnde par une sub-
stitution cyclique de 4 indices (1234), forment un cycle projectif de 4 points,
qui sont situds sur une courbe W du 3me ordre. Cette courbe passe par deur
sommets du ttraddre fondamental en y touchant deux arétes, et ayant en ces
deur points deuzx faces comme plans osculateurs.

En fout on a 3 homographies cycliques, ol les points doubles sont le point
unité et trois points du groupe (r), qui ont pour coordonndes les différentes
. racines 4mes de I'unité.

Théoréme LXVI. Les 4 points qu on déduit d'un point S, par Uhomo-
graphie cyclique (1234) forment un cycle de 4 points, projectif par rapport
au tétratdre des points doubles de Uhomopraphie.

En tout avec les 24 points du groupe (S,). on peut former de 3 maniéres
différentes six cycles projectifs de 4 points.

37. Si nous opérons sur les coordonnées d’un point 3, une substitution
de 8 lettres, par ex. (123), d’aprés le théortme XXVI on obtient une homo-
graphie cyclique d’ordre 3 autour du point z,==2,=1x;=0. D’aprés le théo-
. réeme XXX nous voyons que: '

Théoréme LXVII. Les 24 points du groupe (So).. sont situés 6 a 6 sur
16 plans, qui passent 4 & 4 par les droites d’intersection du plan unité avec
les faces du tétraédre fondamental. Les 6 points situés sur un quelconque des
16 plans sont situés sur une conique et ont les mémes propriétés que les 6
points (S,)s du paragraphe précédent.

38. Interprétons maintenant les autres groupes de 4 lettres. Du groupe II
nous déduisons que: '

Théoréme LXVIIIL. Si sur un point S, on opére successivement les deux
involutions (12), (34) ou bien (12), (12)(34) ou encore (34), (1 2)(34), on ob-
tient le méme groupe de 4 points. Ces quatre points sont situés deux & deur
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sur 4 drottes, qui passent respectivement deux & deux par les deux points Py®)
P2o. Ils sont situés aussi deux & deux sur deux droites, qui s’appuient sur
les deux droites P, TI}¥* et ils y sont divisés harmoniquement.

Avec les 24 points (So)u on peut former de trois manicres différentes 6 de
ces groupes.

Pour le groupe III on a:

Théoréme LXIX. S¢ Uon opére sur un point S, successivement les deux
involutions (12)(34), (13)(24) ou encore (13)(24), (14)(23) on obtient un autre
groupe de 4 points; ces quatre points sont situés deux & deux sur 6 droites,
qui coupent deux & deuz respectivement les droites Py¥C%, TI{»*0; PP &0 MIMe0;
Poey Muves, Les deux points situés sur une telle droite sont divisés harmo-
niquement par les deux droites Py, T, qu'elle coupe.

Avec les 24 points (S,)e, ont peut former d’une seule manicre 6 de ces groupes.
Pour le groupe V on a:

Théoréme LXX. Si Uon opére sur le point S, les deux involutions par ex.
(12), (13)(24), on obtient un groupe de 8 points. Ces 8 points se divisent en
deuz groupes de 4 points du théoréme LXVIII, et en outre ils forment deuz
cycles projectifs de 4 points donncs par U homographie cyclique (1324).

Avec les 24 points (So), on peut former de trois manicres différentes 3 de ~
ces groupes.
Du groupe VI on a:

Théoréme LXXI. Si U'on opére sur le point S, successivement les deux
homographies par ex. (123), (124), on obtient un groupe de 12 points (So)is-
Le groupe (So)e se ddcompose en deux de ces groupes (S,),, (S.)i, qui sont
homologiques de 6 maniéres différentes, les points P{* et les plans 1)) dtant
centres et plans d’homologie.

Et finalement:

Theéoréme LXXII. Si U'on opere sur le point S, successivement, par ex.

Uinvolution (13) et I’homographie cyclique (12 4), on obtient le groupe total (S,)e.
Du théoréeme XXXIV on déduit aussi:

Théoréme LXXIII. Un groupe quelconque (S,). est situ¢ sur une sur-

Jace du 2¢ degré du faisceau

i AaZx;er=0 i, k=1, 2, 3, 4

Les surfaces de ce faisceau se touchent suivant une conique du plan unité, pas-
sant par tous les points des groupes (r,), (rs).

Deux groupes sont situcs sur une surface du 3¢ ordre, quatre sur une sur-
face du 47¢ ordre, etc. (théoréme XXXV).
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE SUR LE PLAN o, + 2,42+ 2,=0.

39. J'indiquerai seulement les résultats qu’on obtient lorsque le point S,
Y19:YsY4, est situé sur le plan x, 4z, 42,4+ 2r,=0, que du reste nous pou-
vons regarder comme quelconque. Sur ce plan on a le quadrilatére donné par
les 6 points P,*, P/ Py, P, P:¥, P dont les cOtés sont les droites
d’intersection du plan avec les quatres faces z,=0, 2,=0, r,=0, z,=0 du
tétraédre fondamental. Nous pouvons prendre ce quadrilatére comme fonda-
mental; alors entre les coordonnées d’un point ¥, ¥., ¥;, 4, on aura la relation

v+ +y.+y,=0 (1)

qui est précisément la condition afin que le point soit situé¢ sur le plan unité.
Nous considérons tout d’abord la conique ou se rencontrent les surfaces du
faisceau du théoreme LXXIII, c'est & dire

2t ot 423+ =0 &)
ou bien d’apreés la relation (1)
$:+x:+a‘;+xlxg+xlx3+xgx3=0. (2,)

Cette conique donc se transforme. en elle-méme par les permutations des
quatre coordonndes x,, x,, x,, x,, de maniére qu'un de ses points quelconque
donne un groupe de 24 points inscrit & la conique fondamentale.

Il est facile de voir que dans le plan il n’y a pas une autre conique qui
jouisse des mémes propriétés, tandis que dans l’espace & trois dimensions il y
a une infinité de surfaces du 2' degré qui se transforment en elles-mémes.

Les 6 points P'® ont pour polaires, par rapport & la conique fondamentale,
les 6 droites

Ty —1x,=10 r,—r,=0
T, — Xy == Ty—a,=0 3)
T, — X, =0 Z,—2,=0

d’intersection des plans IT{¥ avec Sx;=0. Ces 6 droites se rencontrent 3 & 3

en 4 points P®, Py, P, P¢ dont les coordonnées sont:

(_ 31 17 1; 1)7 (11 ‘_37 1) (1)7 (17 17 _'3: 1)7 (1) 17 1) _3)
qui sont les poles des cotés 2,==0 2,=0 2,=0 x,=0 du quadrilatére fonda-

mental par rapport & la conique fondamentale. Les 10 points Py, P, Py,
Py Py, P PR P PP, P sont situés 3 & 3 sur leurs polaires par
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rapport & la conique fondamentale; ils forment donc une figure analogue &
celle, qui est donnée par dix points de Kirman et par les 10 droites corres-
pondantes de Pascar d’une figure II. Or, les 6 points Py®,..., P¢* forment
un quadrilatére et les autres P;®, Pt P P forment un quadrangle, qui
est le polaire réciproque du quadrilatére par rapport & la conique fondamen-
tale; en outre, le quadrangle et le quadrilatére sont conjugués par rapport &
la conique (*) et n’ont aucun sommet et aucun c6té commun; c’est a dire,
que pris ensemble ils constituent la figure entidre des 10 points et des 10
droites. Il est aussi facile de voir que cette figure se décompose en 5 groupes
des quadrangles et des quadrilateres susdits. Cette propriété s'étend aussi aux
figures IT de I'hexagramme, on a donc:

Théoréme LXXIV. Toute figure I d’un systéme quelconque [Zz], de
U'hexagramme se décompose de 5 maniéres différentes en un quadrangle et en
un quadrilatére, qui sont conjuguéds et polaires réciproques par rapport & la
conique 11 déterminde par la figure.

Le quadrangle d’un des 5 groupes a pour sommets 4 poinls Z,, et le qua-
drilatére a les 4 droites z,, correspondantes pour cotés.

Mais la figure des dix points P* que nous venons de considérer n’est pas
générale. En effet, la conique fondamentale passe par les huit points du groupe
(r;) de chaque c6té du quadrilatére fondamental, et ces huit points divisent res-
pectivement équianharmoniquement les trois sommets de chaque coté, ce qui n’a
pas lieu en général.

40. Si I'on permute toutes les coordonnées y., ¥z, ¥i, ¥« d'un point T
du plan unité, entre lesquelles a licu la relation 3y;=0 on obtient 24 points,
qui sont aussi situés sur le méme plan, et pour lesquels on a:

Théoréme LXXV. Les 24 points d’un groupe (T.)., situé¢ sur le plan
unité, sont situés deux & deux sur 12.6 droites qui passent 12 & 12 par les
6 points Pi® (i, k=1, 2, 3, 4).

Le segment déterminé par les deux points est divisé harmoniquement par le
point PY) et le point d’intersection avec la polaire de P{¥ par rapport & la
contque fondamentale.

Les sommets du triangle diagonal du quadrilatére des points P4*) sont pré-
cisément les trois points

(l) —‘17 _‘17 1)7 (_ 1) 1; '_'17 l)) (— 17 _1’ l) 1)- (1)

~ (*) J'emploic le mot conjugué dans le sens doané par M. P. Serrer dans sa Géom. de
direction, 1869,
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Nous avons vu (théordme LXIII) que les trois droites II{*#(*) passent par le
point unité, elles ne sont donc autre chose que les droites qui jeignent le point
unité avec les trois points (1). En effet, les coordonnées d’un point de la droite
ms=P¢*P'™ sont de la forme 1, 1, 3, ); cette droite passe donc par le
point unité 1, 1, 1, 1 et par le pomt 1,1, —-1 — 1. Par conséquent en in-
terprétant le groupe II sur le plan on tire:

Théoréme LXXVI. Les 24 points de (T,)., sont situes deux & deux sur
12.3 droites qui passent 12 & 12 par les sommets du triangle diagonal du
quadrilatére des points PJ® et ils sont divisés harmoniquement par ces som-
mets et les droites diagonales opposdes.

Si P'on opere sur un point T, de Sx;=0 l’homographxe cyclique (123), on
obtient trois points d’'un cycle projectif par rapport au triangle des points dou-
bles qui sont Py, (rs, 73, 1, 0), (73, 73, 1, 0), et en remarquant que dans le
groupe total des substitutions on a 8 substitutions cycliques de la forme («8y),
qui donnent 4 homographies cycliques, puisque les substitutions inverses (123),
(132) donnent lieu & la méme homographie cyclique, on a:

Théoréme LXXVII. Les 24 points du groupe (To). forment de quatre
maniéres différentes huit cycles projectifs de trois points, donnés par les quatre
homographies cycliques du 3™ ordre du groupe total.

Pour le groupe III on obtient:

Théoréme LXXVIII. Les 24 points (To).. forment 6 quadrangles ayant
pour triangle diagonal celui du quadrilatére des points P,

Des théorémes LXVII, LXX, LXXI on dé¢duit aussi:

Théoréme LXXIX. Les 24 points (T,).. sont situés 6 & 6 sur 16 coni-
ques passant 4 & 4 par les 4 points dont trois coordonndes sont égales aux
racines cubiques de Uunité, tandis que la quatriéme est nulle.

Théoréme LXXX. En opérant sur le point T, successivement les deux
lomographies (123), (124) on obtient 12 points d’un groupe (T).,. Les 24
points (To)s forment donc deux polygones de douze sommets, qui sont homo-"
logiques, les 6 points P ¢t les trois sommets du triangle diagonal de leur
quadrilatére d’une part et leurs polaires par rapport & la conique fondamen-
tale d’autre part élant centres et azes d’homologie.

On peut construire le groupe total (To).s au moyen de deux involutions, par
exemple (13), (12)(34).

Cette figure, que nous avons obtenue sur le plan unité, n’est qu'une projection
de la figure considerée de l'espace R, faite par le point unité.

Annali di Matematica, tomo XI. ' ‘ o 22
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PROJECTION SUR UN PLAN QUELCONQUE
PAR UN POINT EGALEMENT QUELCONQUE DE L'ESPACE R,

44. Si nous projetons par un point quelconque R, la figure de I'espace
sur un plan R,, nous obtenons une figure plus générale que celle du plan unité;
ces figures pourtant appartiennent 3 la méme classe.

Ainsi avec le tétratdre fondamental on obtient sur le plan R, un quadrangle
AP eey 1 AP = (4) sur les cbtés duquel sont projetés les 6 points P{® et Py
Les premiers sont situés trois & trois sur quatre droites, qui sont la projection
des droites d’intersection du plan unité avec les faces du tétradédre fondamental.
Si T'on projette sur B, les sommets des deux tétraédres (B), (C) du n.° 35, on
obtient sur le plan deux quadrangles (B), (C) tels que leurs sommets sont
respectivement situés deux & deux sur seize droites passant quatre & quatre par
les sommets du quadrangle ,(4). La méme chose a lieu évidemment pour les
couples de quadrangles ,(4)(B), (4),(C) par rapport aux sommets de ,(C) ou
de (B). :

Or, si nous nous souvenons de la figure commune & deux figures II, par ex.
I et II de I’hexagramme (n.° 28), on voit que la figure de ces trois quadran-
gles (A), (B), «(C) est précisément la corrélative de celle donnée par les droites

Dius Pios PiaiPras s Pl Piss Dby Plis
et du triangle A, avec la droite de STEINER g,,.
Théoréme LXXXI. Les 24 points (S;)e qu'on obtient en projetant de R,
sur R, un groupe (S,). de Uespace sont situés deux & deux sur 6-12 droites
passant 12 & 12 par les point P{®), et ils sont aussi situés 6 a 6 sur 16 co-

niques.
Les deux droites P{"#(#3) M(*#@%) dans le cas du numéro précédent, sont

.projetées par le point unité sur une droite et en un point, car la droite II,
passe elle-méme par le point unité; tandis que dans le cas général actuel les
droites en question sont projetées sur R, suivant deux droites ,P{*F)(/9), (%) (9),
Done:
~ Théoréme LXXXII. En projetant les deux points du groupe (So)es qui ont
les coordonnées |

YalYpYsYsy  YaYaYYy

on obtient sur R, deux points du groupe (Si).., qui sont divisés harmonique-
ment par les deux droites PP I1(=8) (o),
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On pourrait donner aussi au point de projection R, ou au plan R, des po-
sitions spéciales par rapport au tétraddre fondamental, et on obtiendrait dés
lors des configurations spéciales de la méme classe.

§. 4.

Groupes des substitutions de 5 lettres.
Interprétations géométriques dans 1’espace & 4, 3 dimensions
et dans le plan.

42. Je donne ici seulement les groupes des substitutions qui contiennent
“toutes les 5 lettres.

I (z Fre.+re, 4 rie, 3 ric)y
ol r est une racine de l'équation
l14z4224+2242'=0
1, (12345), (13524), (14253), (15432).
Ce groupe est engendré par la substitution (12345).
IL. () + 2.) (s — 2.) (25 — Zs) (X4 — 25)
1, (12), (345), (354), (12)(345), (12)(354).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12), (345) ou
bien par la substitution (12)(345). Dans le groupe total il y a 10 de ces
groupes.

IIL (0 — ) (% — 2,) (03 — @) (T4 — )
1, (345), (354), (1234, (12)@35), (12)(45)

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (3 45).
Dans le groupe total il y a 10 de ces groupes.

IV. 2z, 422, + 2+ 2.+ 25
1, (345, (354), (12), (34), (35), (45, (12)(39),
(12)(35), (12)(45), (12)(345), (12)(354).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (35).
Il y a aussi 10 de ces groupes dans le groupe total.
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V.  y=2i@as+2:2,) + 25 (2, 25 + 2, 75) 4 25(2 205 + 20 2,)
+ 2i(z 2s + 2a75) + 2 (@074 + 2.25)

1, (13)@5),  (14@3), (54, (12)35)
(25)(34), (2354), (1325), (1452), (1534), (2453),
(1243), (1435), (1523), (1254), (1342)
(12345),  (13524), (14253), (15432).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(35), (1325).

Il y a dans le groupe total 6 de ces groupes.
En posant

0= (2= 25) (T4 = o) (@1 = 2.) (T4 = ) (T2 — 22) (22 = 2.) (T2 = 24) (Ts = 24) (s = T5) (X4 - T5)
la fonction
VI vy
nous donne le groupe
1,  (13U5), (1HE3), (AnEY, (12)@5), (©@5)E4),
(12345), (13524), (14253), (15432).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (13)(45), (14)(23).
On a 6 de ces groupes. '

VII. .

Cette fonction représente le groupe de 60 substitutions paires. Il peut étre en-
gendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (23)(45) ou bien par les subs-
titutions cycliques (12345) et (k1) (i, k, 1 sont trois indices de la série 1,
2, 3, 4, 5). Naturellement il n’y a qu'un seul de ces groupes.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DANS L'ESPACE R, A 4 DIMENSIONS.

43. Pour n=>5 du théoreme XIII on déduit:

Théoréme LXXXIII. 1l y a sur chaque aréte de la pyramide fondamen-
tale par ex. AY AP = AL deux points P,®, P'{® dont les coordonnées sont
1—1000, 11000, et qui divisent harmoniquement le segment déterminé
par les deux sommets A, AP.

Les 10 points P\ sont situés trois & trois sur 10 droites, qui déterminent
5 quadrilatéres. Les 20 points P{®, P'U¥) sont situds trois & trois sur 30
droites qui avec les 10 premiéres forment 10 quadrilatéres.

— n ——
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Il y a aussi deux espaces & trois dimensions II}®, II3*, qui passent par le’
plan d’intersection des faces z,=0, x,=0, et les divisent harmoniquement.

Les 10 espaces TI{*) passent par le point unité, tandis que les dix points
P*) sont situés sur Uespace unité.

Chaque espace 1I;®) passe par 3 points Pi* et par quatre points P'i®.

La figure formée par les points P{®), P'™) TIi I1'™ est polaire réciproque
d’elle-méme par rapport & la surface

Srt=0.

En posant dans le n.° 5 m =2, n=25 du point unité, on obtient 2= 16 points,
Savoir:

1] 1 1 1 1 1 9] 1 1-—1-—1 1
2| —-1—1 1 1 1 0] 1 1—1 1-—1
3| —1 1—1 1 1 1) 1 1 1-—-1-1
4 -1 1 1-—-1 1 12/—1 1 1 1 1
5/—1 1 1 1-1 3] 1—1 1 1 1 o
6 1-1-1 1 1 14 1 1—1 1 1
71 1—1 1-—-1 1 15/ 1 1 1—1 1
8l 1—1 1 1-—1 6] 1 1 1 1-—1

Ces points n’ont pas les propriétés analogues & celles des points que nous avons
trouvés au n.° 35 pour n=4. Il est facile de 8’assurer que les espaces po-
laires de ces 16 points par rapport & la surface 3z?=0 ne contiennent aucun
de ces points.
Si nous considérons par ex. les deux espaces II;®, IT';*, dont les équations
sont
T, —2,=0 2, +2,=0

on voit que chacun d’eux contient huit points différents du groupe (1). Donc:
Théoréme LXXXIV. Si d’un point quelconque en R,, par ex. du point
unité, on change les signes des coordonnées de toutes les maniéres possibles,
on obtient 16 points (B),. Les points sont situés 8 & 8 respectivement sur les
20 egpaces MM, T tellement que deux de ces espaces correspondants les
contiennent tous. Par chaque point du groupe (B),s passent 10 des 20 espaces
TR TR, ' ,
Ces 16 points sont aussi situés 4 & 4 sur 40 plans, qui passent 10 & 10
par chacun d’eur.
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Les couples de points
1, 12; 2,13; 3,14; 4,15: 5,16; 6,11; 7,10; 8,9

sont situés sur 8 droites passant par le sommet 4 de la pyramide fondamen-
tale, donc: -

Théoréme LXXXV. Les 16 points de (B), sont situés deux & deux sur
5.8 droites passant 8 a 8 par les sommets de la pyramide fondamentale.

44. Des théoremes du n.° 9 on déduit:

Théoréme LXXXVI. Les 120 points qu'on obtient en permutant les coor-
données d’un point S, dans Uespace R, sont situés deux & deux sur 10-60
droites, qui passent 60 & 60 par les points P{®. Les deux points sur une de
ces droites sont divisés harmoniquement par le point P et par Uespace cor-
respondant TI{®).

Théoréme LXXXVII. Les 120 points du groupe (S,).s, sOnt aussi situés
deux & deux sur 15-60 droites, qui coupent 60 & 60 chacune des 15 droites
PR ot Tg plan correspondant TIUA (%) en deux points. Ces points divisent
harmoniquement les deux points de (Sy)iz0-

Théoréme LXXXVIII. Les 120 points du groupe (S,)u, Sont situés 6 &

6 sur 200 plans, qui passent 20 & 20 par les droites ot I'espace unité ren-
contre les faces planes de la pyramide fondamentale. Les 6 points d’un tel
plan sont situés sur une conique et ont les mémes propriétés que celles du
groupe (So)s du § 2.
" Ils sont aussi situés 24 & 24 sur 25 surfaces du 22 degré & 2 dimensions,
dont les espaces & 3 dimensions passent 5 & 5 par les plans d’intersection de
Vespace unité avec les faces de la pyramide fondamentale. Les 24 points d’une
telle surface ont les mémes propriétés que celle du groupe (So)es du paragraphe
précédent.

45. Du groupe I et du théordme XXIII on déduit:

A Théoréme LXXXIX. Si Uon opére sur un point S, de R, U’homographie
" eyclique (12345) on obtient 5 points d'un cycle projectif. Les points doubles
de Uhomographie sont le point unité et 4 points qui ont pour coordonnées les
racines 5me de l'unité.
Pour le groupe II on a:

Théoréme XC. Si Von opére sur un point S, successivement une involu-
tion, par ex. (12), et U'komographie cyclique (345) on obtient un groupe de 6
points, qui sont situés deux & deux sur 3 droites passant par le point Pg®
et qui forment deux cycles projectifs de 3 points.
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Avec les 120 points du cycle (S))ise On peut former de diz maniéres diffé-
rentes 20 de ces groupes.

Pour le groupe III on obtient:

Théoréme XCI. En appliquant au point S, successivement U involution
(12)(34) et Vhomographie cyclique (345), on obtient un groupe de 6 points,
qus sont situés deux & deux sur 3 droites rencontrant 3 & 3 les droites P,
Pyves Puvds of log plans correspondants N*A9. Tls forment aussi deux
cycles projectifs de trois points.

Avec les 120 points de (So)o 0n peut former de 10 maniéres différentes 20
de ces groupes.

Pour le groupe IV:

Théoréme XCII. En opérant sur un point S, successivement les deux in-
volutions (12)(34) et (35), on obtient un groupe de 12 points, situés deuzx &
deux sur 24 droites, qui passent 6 & 6 par les points P®, P30 P, P#,
Ils sont situés aussi deux & deux sur 10 droites, qui coupent 6 & 6 les droites
pypoe, punes panas of les plans correspondants I1,; ils forment quatre cy-
cles prq;ectzfs de 3 points.

Du groupe V: 4

Théoréme XCIII. En opérant sur le point S, successivement Uinvolution
(12)(35) et Phomographie cyclique (1325) on obtient 20 points.

Ces 20 points sont situés deux & deux sur 50 droites, qui coupent 10 & 10
les 5 droites P(*P)() ¢t les plans correspondants M*P () donnés par les b
tnvolutions de la forme (af)(yd) du groupe V. Ils forment aussi 4 cycles pro-
Jectifs de b points.

Avec les 120 points (S))ss ot peut former de 6 maniéres différentes 6 de
ces groupes.

En égalant & zéro les 6 fonctions y on obtient 6 surfaces a 3 dimensions
du 4™ degré, qui représentent le groupe V.

De méme pour le groupe VI. Pour le demi-groupe on a:

Théoréme XCIV. En opérant sur le point (S,) successivement les deux
involutions (12)(34), (23)(45), on obtient un groupe de 60 points (S),. Le
groupe (Sy)ise se décompose en deux de ces groupes (So)s,, (So)i, qué sont homo-
logiques de 15 manitres différentes, les points P{*) et les espaces II{® étant
centres et espaces d’homologie.

Et finalement pour le groupe total on voit qu’en opérant sur le point S,
successivement Uinvolution (12) et Uhomographie cyclique (12345) on obtient
tous les points du groupe.
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On déduit aussi des théorémes du n.” 14 qu'un groupe quelconque de 120
points (S;).s est toujours situé sur une surface du 2! degré du faisceau
St AZz;zp=0
et ainsi de suite.

. INTERPRETATION DANS I'ESPACE UNITE
ET DANS UN ESPACE L TROIS DIMENSIONS QUELCONQUE.

46. Si nous supposons qu'un point T', soit situé dans l’espabe ﬁnité, ses
coordonnées y,, ¥,,..., ys doivent satisfaire & la relation

yl+y:+?/3+y4+ys—0 1)

Dans l’espace unité on a les 10 points Py®, P, P44 Pl P P Pg*,
P, P, Py qui sont situés 6 & 6 sur 5 plans, c’est & dire sur les plans
ol l'espace unité rencontre les faces & trois dimensions de la pyramide fonda-
mentale dans R,.

Considérons analoguement au n.° 39 la surface

gtz +ai+ai+ea=0, 22,=0 @)

par laquelle passent toutes les surfaces du faisceau déterminé par les groupes
(So)ize de R,. L’équation (2) peut s’écrire aussi sous la forme

Sot 4 Szimp =0 i k=1,2, 3, 4 3)

Théoréme XCV. Un point quelconque Ty de la surface (2), que j’appelle
JSondamentale, donne un groupe (Ty)is, inscrit & la surface. Cela n'a pas lieu
pour fout groupe (To)w, situé sur Uespace unité.

Les plans polaires des 10 points Py par rapport & la surface fondamentale
ont leurs équations de la forme

z;— 2 =0. 4)

Il n’est pas difficile de voir que ce sont précisément les plans d'intersection
des espaces II/®), passant par le point unité, avec I'espace Sz;=0. Les ‘10
plans (4) se coupent 6 & 6 en 5 points, Pu* P"“’ P P Pg® dont les coor-
données sont: '

(—41111), (1—4111), (11 —411,
(111—41), (@111—4).
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Ces points sont les poles des faces du pentaddre fondamental, od sont situés 6
& 6 les 10 points P/, Ces 5 points forment donc un pentagone gauche de
'espace unité, qui est conjugué par rapport i la surface fondamentale ainsi
que le pentaddre fondamental.

Or les 10 points P\ et les 5 points Pi*, P2 P Pi¢, P, forment
dans I'espace & 3 dimensions la figure analogue & celle que nous avons trouvée
au n.° 39. Si nous désignons le plan polaire de P¢® par le symbole II;?, on
voit qu’il passe par les points P2, P, P2, P! Py P2, il en est de
méme pour les plans polaires des autres points P{"? («, =1, 2, 3, 4, 5, 6).

Je remarque aussi que les 15 points P{"? sont situés 3 & 3 sur 20 droites
D{*#0), qui contiennent les trois points P{*#), P{*), P{*) et qui passent 4 2 4
par les 15 points P{**). Ces 20 droites sont situées & leur tour 4 & 4 sur les
15 plans IT,. Done: '

Théoréme XCVI. Les 15 points P{"P de Uespace unité & trois dimensions
(2y B==1,2, 3, 4, 5, 6) sont situcs 3 & 3 sur 20 droites D{"*) et 6 & 6 sur-
leurs plans polaires T{**) par rapport & la surface fondamentale.

Les 20 droites D, passent 4 & 4 par les 15 points P(#) et sont situces 4
& 4 sur les 15 plans TI{"P. :

Les 15 points P{’®) et les 15 plans T"P) forment une figure réciproque
d’elle-méme par rapport & la surface fondamentale. Elle est analogue & la
figure compléte de deux tétratdres homologiques, de méme qu'une figure I de
Phexagramme constitue la figure compléte de deux triangles komologiques dans
le méme plan (*).

Thésréme XCVII. La figure précédente se décompose en 6 groupes d'un
pentaidre et d’un pentagone complets, qui n’ont commun aucun sommet, ni
aucune face, et qui, pris ensemble, constituent la figure entitre. Ce pentagone
et ce pentaédre sont conjugués et polaires réciproques par rapport & la sur-
Jace fondumentale (*).

La figure que nous venons de considérer n’est pas identique & la figure gé-
nérale compléte de deux tétraddres homologiques, car la surface fondamentale
rencontre les 10 droites D,, od sont situés les premiers dix points P{®, (¢,
k=1, 2, 3, 4, 5), aux points (rs), dont trois coordonnées sont les racines cubi-

(*) Voir A., Behandlung der project. Verhilinisse, etc. Math. Annalen, vol. 19.
(®) Voir A., Math. Annalen, 1. c., p. 192, § 5. Polar figuren in Bezug auf eine (n—1)
dimensionale F,_ . : .
Annali di Matematica, tomo XI. 23
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ques de I'unité et les deux autres sont nulles. La surface passe aussi par les
points des groupes (r), (vs), ol r, et s sont racines primitives 4™ et 5™ de
I’ unité.

Les points du groupe (r;) sont au nombre de 20
. no(r) " 30
n n (rs) ” 24.

Au moyen de cette surface et de l'icosatdre, M. Krewx a résolu I'équation
du 5™° degré (*). Cependant il n’a donné aucune indication sur I’étude des
groupes de 5 lettres, comme nous I'avons fait ici. Je cite ce travail trds im-
portant de Krewy, pour montrer que les recherches, qui nous occupent dans le
présent travail, ont aussi un grand intérét en algébre.

47. Pour étudier maintenant les propriétés des 120 points d’un groupe
(T3)iz0, situé dans I'espace unité, il suffit de suivre la méme méthode que celle
suivie pour le cas n=4.

Nous trouvons:

Théoréme XCVIII. Les 120 points (Ty)s Sont situés 2 & 2 sur 10-60
droites, passants 60 & 60 par les 10 points Py (i, k=1, 2, 8,... 5). Deux
points sur une telle droite sont divisés harmoniquement par le point P et
par le plan II}%) correspondant.

Si nous considérons I'involution (12)(34), on sait alors que dans I'espace R,
les deux points que I'on déduit d’un point quelconque S, sont situés sur une
droite, qui coupe P'"“* et le plan correspondant IT**, :

Or, en projetant par le point unité sur I'espace 22;=0, les deux points son
projetés en deux points d’un groupe (7)., car les groupes (T%),; de Vespace
22;=0 peuvent &tre considérés comme la projection des groupes (S,).;, de R,
faite par le point unité. Ces deux points sont situés sur une droite, qui coupe
la droite P{** et la droite d’intersection de Zz;=0 avec le plan IIj*®®,
puisque ce plan passe par le point unité. Donc:

Théoréme XCIX. Les 120 points (To)ieo d’un groupe dans Sx;=0 sont
situés deux & deux sur 10-60 droites, qui rencontrent 60 & 60 les 10 droites
PEB) of les droites T, d'intersection de Sx;—0 avec les plans correspon-
dants TI{"F) ). Les deux points sur une telle droite sont divisés harmonique-
ment par les droites P,, II,.

Si le point R, de projection est un point quelconque, il est clair que ce

(*) Math. Annalen, vol. 12, pag. 545. Eine neue Aufisung der Gleich. 5 Grades.
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théordme n’a pas lieu, parce que les plans I{"?)(") ne passent pas par R,.
Dans ce cas, on obtient dans l’espace R;, ol 'on projétte, une pyramide quel-
conque de 5 sommets A4¢",..., 42 =,(4). Sur ses arétes il y a 10 points ,Py*
et 10 points P'¥, tels que ,P{®, ,P'(® divisent harmoniquement les deux
sommets , 4, AP,

Les 10 points Py sont situés 3 & 3 sur 10 droiles, qui forment 5 qua-
drilatéres, et 6 & 6 sur 5 plans. Les 20 points Py® P'y*) sont encore situés
3 & 3 sur 30 droites, qui forment avec ges 10 premiéres 10 quadrilatéres.

Si nous projetons les 16 points (B)s (théor. LXXXIV) sur R; on obtient
un groupe de 16 poinits (B)s, qui sont situés deux & deux sur 40 droites
passants 8 & 8 par les 5 sommets (AY,..., A7 de (A).

Si I'on fait la projection de ce groupe par le point unité sur I'espace unité,
ces 16 points étant 8 & 8 sur les espaces

Tri—xp=0 1)
on a:
Théoréme C. En projetant le groupe (B),s du point unité, on obtient sur
Pespace unité 15 points [car le point unité est lui-méme un point du groupe
(B)e], qui sont situés T & T sur les 10 plans ou les espaces (1) coupent Zx;=0,
c’est & dire sur les 10 plans polaires 1I, des 10 points P{¥ par rapport &
la surface fondamentale.

Si nous considérons les trois espaces

2, —x,=0, z —x,=0, Te—2;=0 @)

ils passent par un plan, puisque les trois points correspondants P{®, Py, P;®
gont situés sur la droite, ol Zx;=0 rencontre la face Ay*® de la pyramide
fondamentale en R,. Il est facile de voir sur le tableau des points (B),s (n.° 43),
que les trois espaces (2) contiennent respectivement les points

1, 2,9, 10, 11, 14, 15, 16; 1, 3, 7, 8, 11, 13, 15, 16
1, 4, 5, 6, 11, 12, 15, 16.

On voit donc que les points 1, 11, 15, 16 sont situds sur un plan et que les
projections sur Sz;=0 de 11, 15, 16 sont situdes sur une droite, qui est une
des arétes du pentagone formé par les dix plans II (*).

(*) Clest & dire que les 15 points sont donnés par les 5 sommets de ce pentagone et les
10 points de rencontre de ses cOtés avec les faces opposées.
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Les groupes de 120 points ()i dans 2x;==0, ou bien dans un espace quel-
conque Rs, ont communes leurs propriétés, qui dérivent du théor. LXXXVII

On peut étudier leurs groupes de la méme maniére que nous avons traité
les groupes (T,)., sur le plan dans le paragraphe précédent.

ProsecTioN sUR TN PLAN R,.
[ J

48. Pour projeter les figures de I'espace R, sur un plan R, il faut pro-
jeter par une droite R,, qui ne coupe pas R,. On déduira ainsi, de la pyra-
mide fondamentale AY,..., A%, un pentagone ,4y,..., ;A¥, et des groupes de
120 points (S,)iss, dont les propriétés se déduisent facilement des théordmes
précédents. Les configurations qu’on obtient dans R, sont naturellement une
expression géométrique de la théorie des substitutions de 5 lettres.

En donnant & la droite de projection R,, ou bien au point R, de projection
sur un espace Ry, des positions spéciales par rapport & la pyramide fondamen-
tale en R,, on a, d’aprés le théoréme XXXVII:

Théoréme CI. Pour chaque pentagone ou tétraédre dans R,, ou bien pour
chaque triangle, quadrangle, pentagone complet dans le plan, on obtient des
configurations de lu méme classe, qui sont une expression glométrique de la
théorie des substitutions de 5 lettres.

§ 5.

Groupes des substitutions de 6 letires
en relation avec les groupes de 1’hexagramme mystique.

49. Former les groupes des substitutions de n lettres est un des probléemes
les plus difficiles de la théorie des substitutions, et il est, en général, loin d'étre
résolu. Cependant, dans des cas particuliers, on peut, ou par une méthode, ou
par I'autre déterminer des groupes; c’est ainsi, par ex., que Serrer a trouvé
les fonctions de 4, 5 lettres et les 6 fonctions de 6 lettres. Mais nous n’avons
pas seulement besoin des fonctions et de 'ordre des groupes qu’elles représen-
tent, nous avons besoin aussi de connaitre la forme des substitutions d’un groupe,
afin d’en tirer ensuite des conséquences pour nos figures géométriques; comme
nous venons de le faire pour n=4, 5.
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Pour trouver les groupes principaux de 6 lettres et les groupes qui y sont con-
tenus, nous nous appuierons sur la connaissance des groupes de ’hexagramme
méme. J’en donnerai seulement les résultats, comme pour n =4, n=>5; on aura
en tout cas presque toujours une vérification géométrique dans I’hexagramme,
si 'on tient compte de la notation que j’ai donnée au § 1 de ce chapitre.
Pour établir les substitutions je pars toujours de I'hexagone 1234586.

N

GROUPES DES TRIANGLES A,s, DES DROITES DE STEINER-PLUCKER
ET DES POINTS DE SALMON.

L 11 y a dans I'hexagramme 15 triangles A,z (n.° 22); ces triangles re-
présentent un groupe de 43 substitutions. Si nous considérons, par ex., le triangle
A;,=12-34.56, on a le groupe suivant:

1, (12)(34), (12)(66), (34)(56), (13)24), (14)23), (1423)(56)
(1324)(56), (15)(26), (1625((34), (16)(25), (1526)(34), (35)(46)
(12)(3645), (12)(3546), (36)(45), (135)(246), (145)(236), (146)(235) |
(136)(245), (153)(264), (164)(253), (163)(254), (154)(263)

(1), (34), (56), (12)(34)(56), (1324), (1423) (14)(23)(56)
(13)24)(56), (1526), (16)(25)(34), (1625), (15)(34)(26), (12)(35)(46)
(3645), (3546), (12)(36)(45), (135246), (145236), (146235)
(136245), (153264), (164253), (163254), (154263).

Dans ce groupe, il y a 24 substitutions paires et 24 impaires. Les 48 permu-
tations obtenues, en partant de 1'hexagone 123456, sont les suivantes:

123456, 345612, 561234; 214356, 435621, 562143;
213465, 346521, 652134, 124365, 436512, 651243;
341256, 563412, 125634, 432156, 564321, 215643;
342165, 653421, 216534; 431256, 654312, 126543;

432165, 654321, 216543; 341265, 653412, 126534;
431256, 564312, 125643; 342156, 563421, 215634;
214365, 436521, 652143; 123465, 346512, 651234;
213456, 345621, 562134; 124356, 435612, 561243,
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Or, d’aprés le premier tableau des 6 figures IT et d’aprés le n.° 23, on voit que
ces permutations correspondent 6 & 6 aux droites de Pascar
PlusPiss Plas Plas PlsPisPlssPlis
ou bien
AuAm, AleAu; AuAm, AnAw; A!2A237 AnAu, AnAzs; AnAzs, (1)

qui forment les deux quadrilateéres des deux figures I et II, dont les cotés se
rencontrent deux & deux sur les c6tés du triangle A, et aux 4 points de SteNErR
Gissy Gisiy Gusy, Gie de la droite de Stemver-Priicker G .

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (3645) ef
(135246). Il transforme le triangle A,; en lui-méme, de méme que I'ensemble
des deux quadrilatéres (1) et la droite de STEINER G, et le point de Saumon S,,.

Dans le groupe total il y a 15 de ces groupes.

Ce groupe peut &tre représenté par la fonction

A =22+ T2 + L5 Zs. (2)

On a donc 15 fonctions du 22 degré A.p, qui correspondent auzx triangles A.g
de U hexagramme. 1l est clair que ces fonctions jouent dans la théorie des subs-
titutions de 6 lettres un role analogue & celui des triangles A,z dans le théorie
de 1'hexagramme.

II. Les 24 substitutions paires du groupe I forment naturellement aussi
un groupe; il est donné par les 24 premitres substitutions et par les 24 pre-
mitres permutations du groupe I. Ces derniéres correspondent 3 & 3 aux
droites de PascaL des deux quadrilatéres des deux figures I, I1.

Ce groupe peut étre engendré par deuz substitutions, par ex. (12)(34),
(1526)(34). Ce groupe est le seul que Uon rencontre dans le groupe I.

GRoOUPES DES DROITES DE PASCAL ET DES POINTS Z DES SYSTEMES [Z2]ym
ET DES DROITES Z DES SYSTEMES [Z#]emyy.

B0. Soit, par ex., donnée la droite p;,,=123456 =A,;A,;, elle représente
le groupe:
III. 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264),
(165432), (16)(25)(34), (15)(24), (14)(23)(56), (13)(46),
(12)(36)(45), (26)(35).

Ce groupe contient douze substitutions qui correspondent aux douze permuta-
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tions de la droite de Pascan. Il peut étre engendré par les deux substitutions
(123456), (13)(46). Il contient 6 substitutions paires et 6 impaires.

Si au lieu de considérer la droite A,;A,; on considére la droite A,;A,, qui
a pour triangle A le triangle A, (n.° 23), on voit que le groupe qu’elle re-
présente, en partant de I'hexagone 163254, est contenu dans celui qui corres-
pond au triangle A,,. Nous avons vu qu'il y a quatre droites de Pascat, qui
ont le méme triangle A, ce sont:

A:sAn; Ay Au, Ay A,_.,, A5 Ags.

Les groupes qui représentent ces 4 droites, si 'on part non pas de la permu-
tation 123456 mais d’une quelconque de leurs permutations, appartiennent au
groupe I du triangle A,,.

Si l'on applique les substitutions du groupe III & une autre droite de Pasoar,
qui ne soit pas A;;A,;, on obtient douze permutations, qui n'appartiennent pas
4 la méme droite de Pascar.

Dans le groupe total, il y a donc 60 groupes III, qui sont contenus 4 & 4
dans les 15 groupes I.

Cette décomposition des groupes nous sera trés utile pour I'interprétation
géométrique. '

Nous avons vu aussi (n.° 28) que les trois droites v,,, qui se rencontrent au
point Z}, ., correspondant & la droite pl, (*), ont les symboles

A23 AM A25 A23 A!.’u 428 ( ‘ A!3 AN Aze
Asy Ass Ass Ags A Ase || Ags Asy Agg

.

Y

Si nous appliquons & ces symboles les substitutions du groupe III, ce groupe
de 3 droites v,, reste invariable; donc le point Z}, , reste aussi inaltéré. On
peut le représenter, en conséquence, par le symbole A,Ay de la droite corres-

pondante de PascaL.
Le groupe de la droite de Pascan peut &tre représenté par la fonction

(@025 + oy + 5 26) (X1 X6 + 223 + 2, 05) = Asp A
IV. Le groupe des 6 substitutions paires de la droite de Pascar A,;A,5 est
1, (13)(46), (26)(35), (135)(246), (153)(264), (15)(24)

(*) Au n.° 28 nous avons trouvé les symboles des droites v,,, qui passent par le point
Z3%.2; on en déduit le symbole des droites v,, passant par le point Zi,s,s en changeant I'in-
dice 1 avec 2.
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qut peut étre engendré par deux substitutions, savoir: (13)(46), (26)(35),
ou bien (135)(246), (13)(46).

Si nous opérons les substitutions de ce groupe sur I'hexagone 163254 de la
droite A,;A,;, on obtient 6 permutations, qui correspondent trois & trois aux deux
droites A3Ass, AysAy. Donc ce groupe laisse inaltéré le point de STEINER Gy

V. 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264),
(165432).

Ce groupe contient 3 substitutions paires et 3 impaires, et il est engendré par
la substitution cyclique (123456).

VI 1, (135)(246), (153)(264).

Ce groupe contient les 3 substitutions paires du groupe précédent, et il est en-
gendrd par (135)(246).

VII. 1, (13)(46), (14)(25)(36), (16)(25)(43).

Ce groupe contient 4 substitutions du groupe III, et il peut étre engendré par
deux quelconques des trois derniéres substitutions.
On voit aussi qu'il contient deux substitutions paires et deux impaires.
Dans le groupe III ¢l y a 6 de ces groupes.
B54. Dans ce numéro nous donnons d’autres groupes, qui sont contenus
dans le groupe A,,.

VIIL. 1, (12)(34), (12)(56), (34)(56).

Ce groupe contient 4 substitutions paires, qui appartiennent au groupe I. II
peut étre engendré par deux quelconques des trois derniéres substitutions. Le
groupe I contient un seul de ces groupes.

Les 4 permutations sont

123456, 214356, 213465, 124365,

qui correspondent aux droites A, As, ApAu, AAgs, ApA, de la figure I Ce
groupe laisse par suite inaltéré le quadrilatére formé par ces quatre droites.

IX. 1, (12)(34), (1625)(34), (12)(56), (1526)(34),
(16)(25), (34)(56), (15)(26).

Ce groupe contient 8 substitutions paires du groupe de A, et il peut étre
engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (1625)(34). Dans le groupe I
il y a 3 de ces groupes.
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Les 8 permutations sont: v
123456, 654312, 213465, 564321, 214356,
653421, 124365, 563412,

qui correspondent yespectivement aux droites des deux quadrilatéres des deux
Sfigures I I et II. Ce groupe laisse donc aussi inaltérés la droite de StEINER-
Priicker et le point de SaLmox.

X 1, (12), (34)(56), (12)/34)(56).

Ce groupe contient deux substitutions paires et deux impaires du groupe A,,,
et il peut étre engendré par deux quelconques des trois derniéres substitutions.
Dans le groupe Ay, tl y a 3 de ces groupes.

Les 4 permutations -

123456, 213456, 124365, 214365

correspondent aux droites du quadrilatére de la premidre figure, que nous avons
considéré plus haut.

XL 1, (12), (3645), (34)(56), (3546), (12)(3645),
(12)(34)(56), (12)(3546).

Ce groupe contient 4 substitutions paires et 4 impaires du groupe A,,, et il
peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12) (3645). Dans le groupe
A, il y a 3 de ces groupes.

Les 8 permutations sont:

123456, 213456, 126534, 124365, = 125643,
216534, 214365, 215643

qui correspondent aux 8 droites de Pascan des deux quadrilateres des figures
1 I et 1. Ce groupe laisse aussi inaltérés la droite G de SteiNer-Priicker

et le point de SaLyoxn S,,.
XII. 1, (12), (14)(23)(56), (56)(1423), (1324)(56),
(34), (13)(24)(56), (12)(34). -
Ce groupe contient 4. substitutions paires et 4 impaires. Il peut élre engendré
par deuz substitutions, par ex. (12), (14)(23)(56). Dans le groupes A, il y a

3 de ces groupes.
Annali di Matematica, tomo XI. 24
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Les 8 permutations qu’on obtient de 123456 sont: :
123456, 213456, 432165, 342165, 431265,
341265, 124356, 214356,
qui correspondent aux droites de Pascar des deux quadrilatéres des deux fi-

gures I et II, dont les cotés se coupent respectivement sur les cotés du triangl @
Ays. Done ce groupe laisse aussi inaltérés la droite Gy, et le point S.

XIIL. 1, (1423)(56), (12)(34), (1324)(56).

Ce groupe contient les 4 substitutions paires du groupe XII et il peut étre
engendré par la substitution (1423)(56). Dans le groupe I il y a 3 de ces
groupes.

Les 4 permutations

123456, 431265, 214356, 342165
correspondent aux 4 droites
P:‘mP‘::sP:asp‘llss ou AjsAis, ApAi. ApAyy, Aplss.
XIV. 1, (12), (135246), (154)(263, (12)(34)(56)

(145)(236", (164253), (135)(246), (154263), (34)(56), (145236)
(164){253), (146)(235), (163254), (136245), (153)(264)
(153264), (12)(34), (163)(254), (56), (12)(566), (146235)

(34), (136)(245).

Ce groupe contient 12 substitutions paires et 12 impaires du groupe A, et 4l

peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (12), (135246). -

On ne peut former avec les substitutions de A, qu’ un seul de ces groupes.
Les 24 permutations en partant de 1’hexagone 123456 sont:

123456, 345621, 562143, 214365, 436512, 651234,
213456, 345612, 561243, 124365, 436521, - 652134, -
435621, 652143, 346512, 561234, ~ 562134, 214356,
651243, 123465, 213465, 435612, 124356, ~ 346521,
qui correspondent aux- huit droites de Pascar des deux quadrilatires des deux
figurés I et IL. Ce groupe transforme donc en eux-mémes la” droite G, et le
point S,,. , ‘
XV. 1, (12)(34), (135)(246), (153)(264), (146)(235),
(154)(263), (145)(236), (164)(2563), (163)(254), (12)(56),
(34)(56, (136)(245). Co-
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Ce groupe contient les 12 substitutions paires du groupe précédent, et 1l peut
étre engendré par deux substitutions, par ex. (12)(34), (135)(246). On ne peut
former avec les substitutions de A, qu'un seul groupe semblable.

Les 12 permutations sont:

123456, 345612, 561234, 214356, 435621, 562143,
436512, 652134, 651243, 213465, 124365, 346521,

qui correspondent aux 4 droites du quadrilatere de la premiére figure II.

GROUPES DES POINTS DE STEINER ET DES DROITES DE CAYLEY.

52. Soient donnés les deux points de STEINER G»; Gise, qui sont représentés
par le symbole

12 34 56
45 61 23 (n.° 24) (1)
36 25 14 | .

ou bien chacun respectivement par les symboles Aj;A;3As, Aidisdss.

Les deux points GG e, ot mieux les T2 permutations correspondantes aux
6 droites de PascaL, qui passent trois & trois par ces deux points, forment
un groupe de T2 substitutions, savoir:

XVI. 1, (135)(246), (153)(264), 15)(24), (13)(46),
(26)(35), (35)(46), (15)(26), (13)(24), (135)(264), (153), (246),
(264), (135), (153)(246), (15)(46', (13)(26), (24)(35), (1256)(34),

(14)(2365), (1632)(45), (16)(2345), (14)(2563), (12)(3654),

(1436)(25), (16)(23), (12)(3456), (1236)(45), (d1634)(25),

(1432) (56}, (16)(2543), (1234)(56), (1452)(36), (1456)(23),

(1254)(36), (1652)(34), |

(123456), (14)(25)(36), (16)(54)(32), (16)(25)(34), (14)(23)(56;,
(12)(36)(45), (125436), (165234), (145632), (145236), (163254),
T(12)(34)(56), (16)(23)(45), (125634), (143652), (143256), (123654),
(163452), (35), (15)246), (13)(264), (135)(24), (153)(46), (26},
(246).35), (15)1264), (13), (135)(26), (153)(24), (46), (264)(35)

C O (15), (13)(246), (135){46), (153)(26), (24).
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Les 6 droites de PascaL qui passent par G et Gy, sont:
A19A13=123456, A19A23=125634 A‘3A33=163254
DisBAe=125436,  AupAss=145632,  A,ld,=165234.

Ce groupe contient 36 substitutions paires et 36 impaires. Il peut étre era—
gendré par deux substitutions, par ex. (35), (1256)(34) ou (13), (123456) Y L4
y a, dans le groupe total, 10 de ces groupes.

Sl I'on effectue les substltutlons de ce groupe sur un hexagone correspondant
4 une droite de PascaL, qui ne passe ni par G, ni par G, on obtient 72
permutations, qui ne correspondent pas aux 6 droites de Pascar de deux points
conjugués de SteiNer. En effet, en opérant la substitution (35), par ex. sur
I'hexagone 135264 de la droite p!,, passant par le point Gus (§ 1 de ce
chapitre) on obtient I'hexagone 153264 de la droite pl,, qui passe par le
point @,,,.

XVII Les 36 substitutions paires du groupe précédent forment un groupe, -

qui peut étre aussi engendréd par deux substitutions, par ex. (1256)(34), (15)(24),

“ou (1256)(34), (12)(3456).

Si nous considérons le groupe XII comme engendré par le deux substitu-
tions (13), (14)(23)(56), on obtient un groupe de 8 substitutions, contenu dans
le groupe XVI. Dans ce groupe, il y en a 9 semblables, ‘qui dépendent des
substitutions (1256)(34), (14)(2365), (45)(1632), (16)(2345), (12)(3654),
(25)(1436), (1654)(23), (1432)(56), (1452)(36).

XVIIIL 1, (123456), (135)(246), (14)(25)(36),

(153)(264), (165432), (13)(24), (145632), (35)(46), (125436),
(15)(26), (165234), (143256), (163452), (123654), (15)(46),
(24)(35), (13)(26), (125634), (16)(23)(45), (143652), (153)(246),
(135), (264), (135)(264), (153), (246), (163254), (12)(34)(56),
(145236), (26)(35), (15)(24), (13)(46), (16)(25)(34), (14)(23)(56),

’ (12)(36) (45). ‘ '
Ce groupe contient 18 substitutions paires et 18 impaires. Il peut étre en-

gendré par deux substitutions, par ex. (123456), (13)(24).
Les 36 permutations, que Uon obtient en partant de I’hexagone 123456, cor-
respondent précisément aur 36 hexagones des 3 droites de Pascav, qui passent

par le point Gy.
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Dans le groupe XVI, il n’y a qu’un seul de ces groupes.
Le point de Stemxer Gm a pour symbole A.,A,,A,s (n.° 24), donc on peut
représenter le groupe XVIII par la fonction

(971 xz 4' T34 + T o) (2, xs + 22+ 2, xs) (@376 + 2225 + L) =012 Andes  (2)
tandis que le point conJugue G5 est représenté par la fonction

(xxxz + .75 +%xc)’($sﬂx4 + 2,2, + Ty Ts) (xs To+ T %5+ 2, 1,) = Bis Bis Asse (3)
Nous appelons ces deux fonctions: deuz fonctions conjuguées.

Le produit de ces deuk‘ fonctions représente le groupe XVI.

“Nous avons vu, au n.° 27, que les deux droites de CAYLEY €,s, Cise- sont re-

présentées par le symbole
A“ ASG A!S l

Aﬁ Ay A . . ‘ (4)
| Ay Au Ay |

Or, comme le groupe XVI transforme le groupe des 6 tnangles A.,A.,A,,,
AisAuBdss en lui-méme, de méme le symbole (4) se transformera en lui-méme;
donc le groupe XVI transforme en lui-méme le couple des deux droiles de
CAYLEY Cus, Ciss, de méme que la conique Sy, qui @ pour triangles conjugués
les triangles 135, 246 des 6 points fondamentauz.

. XIX. Le groupe des 18 substitutions paires du groupe XVIII peut étre
engendré par deux substitutions, par ex. (135), (246).

XX. 1, (35), (163)(264), (135)(246), (15)(246), (13),
(264)(35), (153), (264), - (135)(264), (246), (153)(246), (135),
(15)(264), (246)(35), (13)(246), (13)(264), (15).

Ce groupe contient 9 substitutions paires et 9 impaires, il peut étre engendré
par deux substitutions, par ex. (35), (153)(264). On a dans le groupe XVI
deux de ces groupes, qui correspondent aux deux groupes des substitutions

(13), (15), 35);  (24), (26), (46).

Les 18 permutations que l'on obtient en partant de I’hexagone 123456 sont:
123456, 561234, 345612, 543612, 321456, 165234,
521436, 163254, 365214, 143652, 541632, 325416,
563214, 145632, 341652, - 523416, '125436, 361254,

qui correspondent auz 6 droites de Pascar passant p&r Gus et e
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XXI. Les 9 substitutions paires du groupe prérédent peuvent élre engen-
drées par deux substitutions par ex. (135)(246), (135)(264).
Les 9 permutations qui résultent de 1'hexagone 123456 correspondent aux
3 droites de Pascar du point Gis.
Ce groupe transforme en lui-méme le point de STEINER Gies et naturelle-
ment auss: le point conjugué.

XXIL 1, (35), (15)(26), (153)(26), (13)(26), (135),
(15), (26), (26)(35), (153), (135)(26), (13).

Ce groupe contient 6 substitutions paires et 6 impaires, et il peut éire en-

gendré par deux substitutions, par ex. (35), (15)(26), ou (35), (153)(26).
Dans le groupe XVI il y a 6 de ces groupes, comme on le vait en remar-

quant que le groupe XXII correspond & la substitution (135)(26), ou (153)(26).
Les 12 permutations, en partant de 1'hexagone 1234586, sont:

123456, 125436, 561432, 361452, 325416, 163452,
165432, 321456, 365412, 563412, 521436,  523416.

Elles correspondent aux 6 droites de PascaL, qui passent par Gy, Gis.
XXIIL. Le groupe des 6 substitutions paires du groupe précédent peut étre
engendré par les deux substitutions (15)(26), (135).
Les 6 permutations correspondantes, obtenues en partant de U hexagone
123456, appartiennent aux trois droites de Pascar, qui passent par Giss.

Groures DES 6 FiGURES II.

B3. Considérons par ex. la figure I. Nous avons vu (n.° 26) que cette
figure peut étre représentée par le symbole

12 -34.56
16 - 23 - 45
14.26-35 | =AuAndudisdi.
13-25. 46
15 .24 - 36

Elle se compose de 10 droites de Pascar, qui donnent 120 permutations. Ces
120 permutations forment précisément le groupe suivant:
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XXIV. 1, (135)(246), (153)(264), (15)(24), (13)(46), -
(26)(35), (23564), (15°(36), (16243), (16435), (15623), (24)(16),
(13426), (14)(35), (15462), (15346), (14)(26), (13542),
(25)(46),  (13265), (12453), (12645), (13)(25), (24653),
(34)(56), (145)(236), (136)(254), (165)(234), (14563), (25436),
| (156)(243), (12364), (16352), (16)(23), (124)(356), (152)(364),
(126)(354), (15234), (14632), (146)(235', (154)(263), (12)(34),
(14256), (13654), (162)(345), (16)(45), (134)(256), (142)(653),
(12536), (16524), (132)(456), (136)(245), (164)(253), (12)(56),
(23)(45), (125)(346), (143)(265), (14325), (123)(465), (26345);

(123456), (14)(25)(36), (165432), (16)(25)(34), (14)(23)(56),
(12)(36)(45), (132546), (126534), (1452), (145326), (1254),
(134652), (2363), (163245), (125643), (124365), (164523), (2563),
(154236), (1634), (143562), (1436), (162354), (156342),
(1246), (135264), (1532), (1526), (1324), (12)(35)(46),
(2534), (1465), (13)(26)(45), (1345), (146253), (2654),
(3645), (1625), (13)(24)(56), (136425), (1653), (2456),
(2435), (15)(23)(46), (1263), (1235), (152463), (2643),
(3546), (15)(26)(34), (1423), (142635), (1543), (2346),
(1356), (153624), (1642), (16)(24)(35), (1564), (1362).

Ce groupe contient 60 substitutions paires et 60 substitutions impaires, et il
peut éire engendré par deux substitutions, par ex.

(14)(23)(56),  (12453).

Dans le groupe total, il y a 6 de ces groupes.
XXV. Le groupe des 60 substitutions paires du groupe précédent peut
&tre engendré par deux substitutions, par ex. (26)(35), (12453).
On peut représenter le groupe de la figure I par la fonction
(%2 4 T5 To + 5 To) (X1 To + L33 + Za2.) (X, T4 + 22T + 25 T5)
(@2 + T3 25 + T o) (T Ts 4 To X4 + Z3e) =AD13 Ay Ay A1 Ase-



188 Veronese: Interprétations geometriques

Ce sont précisément les 6 fonctions données par J. Sereer (*). Donc:

Théoréme CII. Les 6 fonctions symétriques de J. SERRET par rapport &
6 lettres, et qui ont 6 valeurs, donnent le méme groupe des 6 figures I de
chaque systéme [Zz], de U hexagramme.

En effet, les points Z,, Z;, etc. et les droites 2, 25, etc. ont respectivement
les m&mes symboles des droites de Pascan et des points de Kirrmax.

Si I'on applique les substitutions de ces groupes & un hexagone qui n'ap-
partient pas a la figure I, on obtient 120 permutations, qui ne correspondent
pas aux 10 droites de Pascar d’une méme figure II. Pour le constater, il
suffit d'opérer la substitution (16243) sur I’ hexagone (125634) de la droite pl;
on obtiendra I’hexagone 645213 de la droite p},,. Il serait intéressant d’é-
tudier les propriétés de ces groupes des droites de Piscav, qui en résultent,
par rapport & la conique Il -de la figure 1. Nous avons vu, dans les paragra-
phes précédents, .qu’en permutant les coordonnées d’un point on obtient des
involutions ou bien des homographies cycliques; ici les droites de Pascar, qui
dérivent des 120 substitutions du groupe XXIV ne jouissent-elles donc pas
de certaines propriétés polaires par rapport & la conique 11 de la figure I?

Les 10 droites de Pascan de la figure I méme ont des propriétés polaires.
En existe-t-il ici de correspondantes? On peut se faire aussi la méme demande
pour tous les groupes les plus interéssants. :

Groupes DES POINTS DE KIRRMAN ET DES DROITES Z DES SYSTEMES [Z2)sm
ET DES POINTS Z DES SYSTEMES [Z2]smys.

54. Soit donné par ex. le point de Kirrman .
| 12-84-56
45-61-23 |
l 14.26-35
qui correspond & la droite de Pascar
(136425) = AsAse.

Les trois droites de Pascar, qui passent par ce point, donnent 36 permutations;
mais elles ne donnent pas un groupe, comme pour un des points de StEINER, -
parce que 36 n’est pas un diviseur de 120 (**). Dans une figure IT on a dix

=Ay Ay Au )

|

(" L. e
(**) On sait par la théorie des substitutions que l'ordre m’ d’un groupe contenu dans un

autre d’ordre m doit étre un diviseur de m.
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points dé Kirgmav, et I’on trouve que le groupe le plus grand qui transforme
le point de Kimrkman en lui-méme est de 12™° ordre. La droite de Pascaw se
transforme en elle-méme par le groupe III de 12 substitutions, mais celui ci
n'est pas I’analogue de celui du point de Kirkmax.

En effet, le groupe du point A,,A;3A,, est le suivant:

XXVI 1, (26)(35), (56)(13)(24), (152463), (16)(45),
(126)(354), - (14)(25)(36), (14)(23)(56), (12)(34), (162)(345),
(15)(23)(46), (136425).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (26)(35), (56)(13)(24),
et il contient 6 substitutions paires et 6 impaires du groupe XXIV.
Les 12 permutations obtenues, en partant de 123456, sont:

123456, 341265, 541623, 623541, 265341, 456123,
432165, 214356, 614532, 532614, 356214, 165432,

qui appartiennent aux droites de PascaL passant par le point A, A;sAy.

Il y a dans le groupe XXIV 10 tels groupes et dans le groupe total 60.

XXVIL Les 6 substitutions paires du groupe précédent forment un groupe,

qui peut élre engendré par deux substitutions, par ex. (26)(35), (16)(45).

Nous avons vu, (n.° 28), que les droites z,, z,, etc. des systemes [Z2].n et
les points Z,n,, sont représentés par les mémes symboles que les points de
Kireusx. Donc les groupes des points de Kirkman sont aussi les groupes qui
correspondent aux droites z,, 2, etc. et aux points Z,m,,.

On peut représenter le groupe du point de Kirgman A, A;3A,, par la fonction

(xxzz + o2+ xsxo) (xcxs + 2., + 7, :c,)(:v,':c‘ + 2.2+ 25 xs) =A;A;0u.

XXVIIL Le groupe de 360 substitutions paires peut étre engendré par
deuz substitutions, par ex. (126), (12345).
Les 360 permutations que I'on obtient en partant d’un hexagone quelconque,
appartiennent 6 & 6 aux 60 droites de Pascar.
Enfin nous avons:
XXIX. Le groupe total de 120 substitutions peut étre engendré par deux
substitutions, par ex. (12), (123456).
Nous avons donc ces deux théorémes:
Théoréme CIII. Les groupes de 3, 4, 5, 6 lettres considérés peuvent étre
tous engendrés par deux substitutions. ,
Amali di Matematica, tomo XI. 25
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Théoréme CIV. Tout groupe de 3, 4, 5, 6 lettres considéré, qui contient
des substitutions paires et impaires, les contient en égal nombre.

Ces groupes pour n=206 et ceux que nous avons trouvés pour n==38, 4, 5
sont la base de toute configuration analogue & oelle de I’hexagramme. On voit
aussi, en méme temps, que celui-ci n'est qu'une expression particuliére de ces
groupes. Nous obtiendrons maintenant des configurations, qui en sont une ex-
pression générale.

Les groupes, que nous venons de donner, sont aussi trés intéressants pour
’hexagramme lui-méme, comme nous I'avons dit au n.° 53, aprés le théoréme CI.

§ .

Interprétation géométrique dans 1’espace R;
en correspondance avee 1’hexagramme.

55. Nous n’avons plus maintenant qu’'ad exprimer géométriquement les
conséquences, qui résultent immédiatement des groupes précédents, et nous ob-
tiendrons dans R, une véritable extension des groupes de I'hexagramme mys-
tique. Mais cette extension peut étre faite dans R, de différentes manitres,
d’aprés le § 5 du premier chapitre.

En effet, si nous permutons les 6 coordonnées y,,... ys, d’un point S, dans
R,, nous obtenons 720 points. Si sur les coordonnées on opere les 12 substi-
tutions du groupe III de la droite de PascaL A, Ay, on obtient 12 points, qui
correspondent & cette droite.

Mais nous savons qu'il y a 120 points dont les coordonnées sont les 6 ra-
cines 6™ de I'unité (n.° 5), et qui forment un groupe réduit de 120 points. Si

‘nous considérons les deux points

‘ 5 5 3
Tey, Tey Tey Tay Toy Ty Tey Tay Ty Tey Ts

ou r;, par ex. est = —r;, étant 7, une racine cubique de I'unité. Ce couple
se transforme en lui-méme par les 12 substitutions de la droite A,,A,; dome
on peut faire correspondre auzx 60 droites de PascaL les 60 couples des 120
points (re).

Nous avons vu qu'aux 15 triangles A,z correspondent (n.° 49) 15 fonctions
A.z. 8i nous posons ces fonctions ==0 nous obtenons 15 surfaces du 2! degré
& 4 dimensions, qui représentent les 15 triangles A4z de I’ hexagramme. Ces 15
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surfaces A, dans R, jouent précisément un réle analogue & celui des triangles
A.p dans |'hexagramme. En projetant ensuite sur un espace a 4, 3 dimensions
et sur un plan nous obtiendrons des extensions de notre figure dans ces espaces.

On peut trouver aussi dans ces extensions I’analogue & la conique, ol sont
situds les 6 points fondamentaux de I’hexagramme. En permutant les 6 points
de toutes-les manidres possibles, la conique se transforme en elle-méme. Si nous
supposons donnée une courbe, ou une surface & 2, & 3, ou bien & 4 dimensions
dans Ry, qui passe par les 6 sommets de la pyramide fondamentale, et qui se
transforme en elle-méme par les permutations des 6 coordonnées, cetle courbe
ou cette surface & 2, 3, 4 dimensions est dans Uespace R le représentant de
la contque fondamentale de U hexagramme.

B6. Avant de passer & 1'étude des surfaces A.s, nous voulons étudier les
propriétés des 720 points d’un groupe (S,):0, que I'on obtient en partant d’un
point quelconque S, et en permutant ses 6 coordonnées y,,..., ¥, de toutes
les manidres possibles.

On voit clairement maintenant pourquoi nous avons di interpréter d’ abord
les groupes pour n==23, 4, 5, car les propriétés des groupes (So)s, (So)esy (So)sso
des § 2, 3, 4 de ce chapltre sont les mémes que pour les points des groupes
de (Sohe, lorsqu’on y permute seulement 3, 4 ou 5 coordonnées.

Du théoréme XIII et suivants on obtient pour n=_6.

" Théoréme CV. Sur chaque aréte de la pyramide fondamentale Ay, A7,...,
4y (que nous désignerons simplement par les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6) dans Ry,
par ex. APAY =AY, il y a deux points Py®, P'3® dont les coordonnées sont
1, —1, 0000, 110000, qui divisent harmoniquement le segment AP AP, 1l y
a pour chaque face & trois dimensions de la pyramide, par.ex. AP AP = A,
deuz espaces TI{*II'> dont les équations sont de la forme

x,:pa},=0

et qus passent par A} divisant harmoniquement les deuz faces AP A?.

On a en tout 15 points Py*) et 15 points P'{") et un nombre égal d’espaces
& 4 dimensions II%), II'%,

Les 15 espaces. II"" passent par le point unité, tandis que les 15 points P““
sont situés sur Uespace unité Zz;=0.

Un- espace TI;© quelconque contient T points P'™ et 6 points P™ et un
espace II\™ 6 points P'{¥) et T points Py,

Les 15 points Py¥ sont situds 3 & 3 sur les 20 droites d’intersection de
Pespace unité avec les faces planes de la pyramide fondamentale. Ils sont
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situés 6 & 6 sur les 15 plans d’intersection de Uespace unité avec les 15 faces
& trois dimensions de la pyramide fondamentale. Les 6 points sur un de ces
plans sont les sommets d’un quadrilatére (*). Sur chaque face plane de la py-
ramide fondamentale on a 3 points Py* et 3 points P'{®, qui sont les som-
mets d’un quadrilatére. Les 30 points P, P'® pris ensemble, sont situés
3 & 3 sur 80 droites, qui sont 4 & 4 les cotés de 35 quadrilatéres, y compris
les 15 quadrilatéres que mous avons considérés plus haut.

Théoréme CVI. La figure formée par les points P, P'{® et par les
espaces TI{M), TI'(0) est polaire réciproque d’elle-méme par rapport & la surface
Iri= SQ—O

Théoréme CVII. Les 120 points d’un groupe (So)m que Uon obtient en
permutant les 6 coordonndes d’un point quelconque S, de foutes les maniéres
possibles, sont situés deux & deur sur 15-360 droites, qui passent 360 & 360
par les 15 points Pi*. Les deux points d'une de ces droites sont divisés har-
moniquement par P{® et par Uespace correspondant TI.

Théoréme CVIII. Les 15 points Py déterminent 60 droites P*P)),
(ay By 7, ¢ étant quatre indices de la série 123456), qui contiennent les points
P8, P). De méme les espaces TI® déterminent 60 espaces & 3 dimensions
H(“ﬁ)(”) qui sont les espaces polaires des droites P(*PU") par rapport & S:.

The’oreme CIX. Les 120 points (S,):s0 sSont situés deux & deux sur 60 - 360
droites, qui coupent 360 & 360 les 60 droites P, et les espaces correspondants
D;. Les deux points d'une de ces droites sont divisés harmoniquement par les
espaces P, et T, qu’elle rencontre.

Théoréme CX. Les 15 points Py déterminent 15 plans POt () (o
By 7, 9y & X sont identiques, & ordre prés, aux indices 123456), passant par
les trois points PP, P(¥), P(M. Les 15 espaces NI{*) déterminent 15 plans
n{A NN, Ces 15 plans sont aussi déterminds par les points P'{*8) P'(r) P'{),

Les 15 plans P, et les 15 plans correspondants II, sont polazres par rap-
port-& la surface St (%) (*).

(*) Si-I'on projette la figure des points P3* dans un espace & 3 dimensions on obtient
la figure complite de deux tétraédres homologiques. Voir n.° 46.

(*) Par rapport & une surface 4 4 dimensions et du 2! degré en R; un point a pour espace
polaire un espace & 4 dimensions, une droite un espace & 3 dlmensmns, et un plan a pour
polaire un plan.

(*) Voir mon Mém. des Math. Annalen. Abschnitt III, (n — 1)- dmmumwle Flichen 2
Grades F)_,, p. 184 et suivantes.
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Théoréme CXI. Les T20 points du groupe (S.):.s sont situds deuzx & deux
sur 15-360 droites, qui ‘coupent 360 & 360 les 15 plans P{*#)r)(N) ¢t les
plans correspondants NA WD, Les deux points, sur une telle droite, sont
divisés harmoniquement par les deux plans qu’elle.rencontre.

Théoréme CXII. Les points doubles de Uhomographie donnce par une
substitution cyclique, par ex. (123456), forment par rapport & la pyramide
JSondamentale un cycle projectif de 6 points, qui est situé sur une courbe W
rationnelle du 5™ ordre.

Les 120 substitutions cycliques d’ordre 6 du groupe total donnent 60 ho-
mographies cycliques, dont les points doubles sont le point unité et 5 points
du groupe (r,).

- Théoréme CXIII. Les 720 points (S,):o forment de.60 maniéres diffé-
rentes 120 cycles projectifs de 6 points, situds sur des courbes W rationnelles
de 5™ ordre.

Théoréme CXIV. Les T20 points (So)s, Sont situds 6 & 6 sur 2400 plans
passant 120 & 120 par les 20 droites d’intersection de l'espace unité avec les
JSaces planes de la pyramzde fondamentale. Les 6 points sur un de ces plans
sont situés sur une conique, et ils ont les mémes propridtés que les 6 points
d'un groupe (S;)s du § 2 de ce chapitre.

Théoréme CXV. Les 120 points (Sy)r0 s0nt situés 24 & 24 sur 450 espaces
a 3 dimensions passant 30 & 30 par les 15 plans d’intersection de Uespace
unité avec les 15 faces & 3 dimensions de la pyramide fondamentale. Les 24
points d’un tel espace sont situés sur une surface du 24 degré a 2 dimen-
sions et ils ont les mémes propriétés que les 24 points du groupe (Se)es du
§ 3 de ce chapitre.

‘Théoréme CXVI. Les 120 points (S,)s Sont situés 120 &' 120 sur 36
‘espaces & 4 dimensions, passant 6 & 6 par les' espaces & 3 dimensions o
Vespace unité coupe les 6 faces & 4 dimensions de la pyramide fondamentale.

B7. Des groupes (y)m-' du n.° 5, en posant m =2, n =06, on a des groupes
(¥)s2 de 32 points obtenus en changeant les signes des 6 coordonnées d’un
point quelconque de toutes les maniéres possibles. Si 'on part-du point unité
(comme nous 'avons fait pour n=4, 5) on oblient un groupe de 32 points,
qui se séparent en deux groupes (B, (C)is de 16 points, de méme que dans
le cas n=4 on a deux groupes de 4 points (B) et (C).
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TaBLEAU DE8 DEUX GROUPES (B)is, (C)is.

(B)ss (Che
1 ¢ —-1-—-1-1 1 1 1
1|6 ~1—-1 1~+1 1 1
1 C; —1~—~1 1 1~1 1
B, —1 1 1-—-1 1 ¢, —-1-—-1 1 1 1-—-1
' 1| ¢ —1 1—-1-1 1 1
B, —-1 1 1 1 1-1 ¢c: -1 1—-1 1~1 1

B, 1-1—-1 1 1 1|6 =1 1—-1 1 1-1

B, 1—1 1—-1 1 1 G 1—1—-1—-1 1 1
B, 1-1 1 1-1 1 G 1-1-1 11 1
By, 1~1 1 1 1=l Co 1—-1-1 1 1==1
B, 1 1—1-1 1 1 C, —1 1 1 1 1 1
Bn 1 1 -1 1 -1 1 Cu 1 “"1 1 1 1 1
B, 1 1—-1 1 1-1 Cs2 1 1—-1 1 1 1
B, 1 1 1—1-1 1 Cu 1 1—-1 1 1

1 1

1 1

1
1 1 "‘1 1 —'1 Cu 1 1 1 1 —1
1

\Bu 1 1 1 “'-'1 "'1 Cw 1 1 1 1 ~

Qn passe d’un point d’un des deux groupes & un point du méme groupe par
le changement d’un nombre pair de signes, tandis que Fon passe d’un point
de (B)is & un point de (C),,, et viceversa, par le changement d’un nombre im-
pair de signes.

Avec |'espace unité 29:.-0 on obtient aussi deux groupes d’espaces & 4 di-
mensions (B),, (I'), dont les coordonnées sont précisément égales & celles des
points de (B),s et de (C).

Il est facile de voir que chaque espace de (B),s ou ('), contient 10 poxnts
de (C), ou de (B),. Par exemple I'espace

Tyt Tt L=
contient les 10 points C,, C,, G, Ci, C;, Cs, Ci, Cy, Gy, C.
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Si nous ‘considérons les deux espaces II*, IT¢®
2 —2,=0, z,+&=0
on voit que le premier contient les 16 points:
~ BiB:BuB.BuBuBuB,, C.CiCCiCuCuCiCl
et le second les 16 points: |

BSBlBﬁBOB7BGBOBlO) CSCGC1CICDCQOClIU£S'
Donc:

Théoréme CXVII. En changeant de toutes les maniéres possibles les si-
gnes des coordonndes d’un point S,, par ex. du point unité, on obtient deux
groupes de 16 points (B),s, (C)is. On passe d'un point d'un des deux groupes
& un point du méme groupe par le changement d’un nombre pair de signes,
et Uon passe & un point de Uautre groupe par le changement d’un nombre
tmpair de signes. '

L’espace unité donne lieu & deux groupes de 16 espaces & 4 dimensions (B).,
(T)is, qui sont les polaires réciproques de (B),, et (C)s par rapport & la sur-
face Sx*:=8:=0.

Théoréme CXVIII. Les espaces de (B),s ou de (), passent respective-
ment par dix points de (C),s ou de (B).

_ Les 32 points (B)s, (C)is sont situéds 16 & 16 sur les 30 espaces T, 1010,
Un de ces espaces contient 8 points de U'un et 8 de Uautre groupe. Deux: espaces
correspondants, par ex. 11'* II';*, pris ensemble, contiennent tous les 32 points.

Les 15 espaces I;© forment la figure corrélative des 15 points Pi*. De
méme que les points, par ex. P{*, P2, P sont situés sur une droite, de méme
les espaces II/*, II*, II}* passent par un espace & 3 dimensions. Or, ces trois
espaces passent par les 8 points B,, By, Bis, B, Ci, Cu, Cis, Cy, cest &
dire que les 32 points sont situés 8 & 8 sur 20 espaces & 3 dimensions passants
par le point unité, car il y a 20 droites od sont situés 3 & 3 les 15 points P{*.
Mais il en arrive de méme pour chaque point des deux groupes (B)s, (C)i,
parce que la figure de 32 points est symétrique par rapport a ses points, done:

Théoreme CXIX. Les 32 points (B)s (C)is sont situés 8 & 8 sur 80
espaces & 3 dimensions, qui passent 20 & 20 par chacun d’eux.

Si nous considérons les 6 espaces

z,—2,=0, z,—x3==0, 2, ~2,=0

1)

Ly =Ty == 0, . xg':;‘w4 =0’ -'zg'&."x4 ’=0
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ils passent par un plan, car les 6 points correspondants P,*) sont situés sur
un plan. Ces 6 espaces passent par les points B, B,sCisC,s; qui sont par con-
séquent sur un plan. Or, nous avons 15 groupes (1), donc nous avons 15 plans
passants par le point unité et contenants encore 3 autres points des deux grou-
pes. Mais cela a lieu aussi pour chacun des 32 points, donc:

Théoréme CXX. Les 32 points de (B)i, (C)is sont distribués 4 & 4 sur
60 plans passant 15 & 15 par chacun d’euz. :

B8. Si 'on considere les 9 espaces

z‘+xg=0, x‘+x5=0, x3+xs=0,
xg+x3=0, :v5+:l’6=0, £‘+I‘=0,
xg+x4=0, x¢+x,=0, mg+x5=0,

on voit qu’ 'ils passent par le point 1, —1, 1, —1, 1, —1, ou bien C,. C'est un
point qui ne varie pas par les substltutlons du groupe des deux pomts de
STEINER Gesy Gy, done:

Théoréme CXXI. Les 10 points du groupe (C)is, dont les coordonnées
ont trois signes positifs et trois négatifs, représentent dans Ry les 10 couples
des points de STEINER.

On s'assure facilement sur les coordonnées elles-mémes des 32 points (B),,
(C)is de la vérité des théorémes suivants:

Théoréme CXXII. Les 120 droiles qui joignent deux & deux les 16 points
de (B)is ou de (C)s passent 4 & 4 respectivement par les 30 points PJj*, P'y¥),

Théoréeme CXXIII. Les deux groupes (B), (C)is sont homologiques de
6 maniéres différentes, les sommets et les fuces opposées & 4 dimensions de
la pyramide fondumentale étant centres et espaces d'homolog:e

Si l’on considére la surface

fo ES:=

et si I'on change les s]gnes de toutes les maniéres possibles dans son équation,
on obtient 32 surfaces, qul forment aussi deux groupes (Sp)i, (Sc)is, dont les
propriétés résultent du n.° 7. Une des propriétés les plus remarquables est la
suivante, qu'on peut vérifier trés facilement.

Théoréme CXXIV. Une quelconque des 32 surfaces (&), (Sc)e du 22
degré et & 4 dimensions, qui se déduisent en changeant les signes de toutes les
maniéres possibles dans U’ équation de U'une d’entre elles, par ex. Sz} =0, est
polaire reciproque d’elle-méme par rapport & chacune des autres surfaces.
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On 8 aussi:
Théoréme CXXV. La figure de 32 points (B)s, (C)e a par rapport aux
32 surfaces (Si)ie, (Sc)e, la méme figwre polaire réciprogue des 32 espaces
(B)ie e

Des 15 surraces A, DU 2! DEGRE A 4 DIMENSIONS
ET DES GROUPES D& (S;)1s0 CORRESPONDANTS AUX TRIANGLES A,3 DE L'HEXAGRAMME.

'89. Nous avons vu (n.° 48) que le groupe du triangle A,, peut &tre re-
présenté par une fonction A, et si, d’aprés le n.° 13 (chap. I), nous posons

Ty %+ T3l F 2T =4, =0 ¢))

on obtient une surface du 2' degré & 4 dimensions dans R;, qui représente le
groupe du triangle A,,. Donc:
Théoréme €XXVI. Aux 15 triangles A,g de hexagramme mystique cor-

respondent dans Ry 15 surfaces A,p de 22 deyré & 4 dimensions, dont les équa-
tions sont de la forme

TaZp 4 T, 2s + T 22 =0.

TABLEAU DES SURFACES A,gp.

T,y + X3 7, ’xsxcEAu=0, .’E‘x4 *rgxs*x:;erA”:O, T, + Ty Tq "‘xgx‘zAzs:O’

Ty Zg+ Ty X3+ T Ty = Ay=0,

LyXy+ Ty X6 +x;x_—,EA“=0,

TuTs + Ty Ty + X325 = Ass =0,

x‘xs + x,ﬂ:‘ + xaerA‘c=0’

x,% + Xy X3 +I4x3:A,4=0,
T g+ Ty + X35~ Ag5=0,
T T3+ Texg + T4; 5A26=0,

Ty X3 + XXy +x51‘65_‘A34=0,

XXy + X3 *xgx4EAao=O,
X Xy + L3 + T X5 =Ai5=0,
T, Te +x,(l‘5 + z3x4EA4§=O,

T L+ Loy + Ts Xe = Asg = Q.

~ Une surface quelconque A.g, par ex. A,,, passe par les 6 sommets de la pyra-

mide fondamentale, de méme que les cOtés des triangles A,3 de 'hexagramme
passent par les 6 points fondamentaux de la conique. La surface A, contient
aussi les faces A, AP®) A}, AMS, AP A%, AP que je désigne sim-
plement par les symboles 135, 136, 145 146 235, 245, 246; elle passe, en
cengéquence, par Jes 12 arétes

13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 35, 36, 45, 46.
dnnali di Matematica, tomo XL 26
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Les arétes 12, 34, 56 manquent donc; ce sont celles données par les produits
T,Tyy, T3T,, T5Ts, qui se trouvent dans I'équation de la surface A, (*). Donec:
Théoréme CXXVII. Chaque surface A,g, par ex. T,T;~+ T2+ T3sTe=0,
passe par les huit faces planes 135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246 et
par douze arétes, les arétes 12, 34, 56 exceptées, de la pyramide fondamentale.
L’espace polaire d’un point quelconque y; de R, par rapport & A,, est:

Yo+ Yo T+ Y ZiF YuZs + Ys To + Y 25 =0 2

si le point ; est le sommet 1 de la pyramide fondamentale, on voit que (2)
devient I'espace x,=0 lui-méme; donc:

Théoréme CXXVIII. Les 6 espaces & 4 dimensions tanyents & une sur-
face Asp aux sommets de la pyramide fondamentale, sont ses 6 faces elles-
mémes, a 4 dimensions.

Si l’on considére une surface du 2' degré dont I'équation est

a“x: + e “I‘aoax: + 2(1"3:1:172 +‘ . + 2a“z53‘.=0
son équation en coordonnées u; corrélatives est:
Ay G Gz... Qg Uy

Gy Qgy Qogee. Gy Us
=0. 3)
Qe Aoz Qug... Qg U
LUy Uy Use.. g O |
Le déterminant (3) pour la surface A,, se réduit & I'équation
Uy Uy + Uty + 10 = 0. 4)

11 est facile de voir que la surface A,, est polaire réciproque d’elle-méme par
rapport & la surface

B4 ai bt da=8=0. (5)

Il suffit d’écrire la condition pour que I'espace polaire d’un point y; par rap-
port & Si, c’est & dire
Syiz;=0

(*) Les surfaces du 2! degré & 3 dimensions ont un systdme de oo® droites, celles & 4
dimensions ont deux systémes de oo® plans, ete. Voir mon Mém. des Math, Annalen, p. 189,
Anzahl der linearen Riume, die in einer (n — 1)-dimensionalen Fi_, enthalten sind, etc.

4 o Lo ~d
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touche la surface (4); le point y; est alors situé sur la surface A,, e]]e-meme
Done: '

Théoréme CXXIX. Toute surface A5 est polaire réciproque d’elle-méme
par rapport & la surface fondamentale S}=3z!=0 ().

60. Du groupe I n.° 49 on déduit:

Théoréme CXXX. En opérant sur un point quelconque S, dans R, suc-
cessivement les deuxr homographies cycliques (3645), (135246), on obtient 48
points, qui forment un groupe (S,),. Ces 48 points correspondent aux 48 per-
mutations des droites de PascaL | '

AirAisy, Apldyy Aplyg, A Ay Assy A dyy, Appdos, Ayl

des deux figures I et II.
Les 720 points du groupe (S;)no formént de 15 manieres différentes 15
groupes (S,);s (m=1, 2,... 15) par rapport aux 15 surfaces A,p.

Tke’oréme CXXXI. Les 48 points du groupe (S,)}, sont situés deuz &
deux sur 3-24 droites, passant 24 & 24 par les 3 points Pi*, PJ*, Ps®,
centres des involutions de premiére espéce (12), (34), (56) du groupe Ay,.

Les 48 points de (S,)!, sont situés deux & deux sur 9-24 droites coupant
24 a 24 les droites P{"F(?) ot les espaces correspondants T P(%) qui sont les
espaces fondamentaux des 9 involutions de 2¢ espéce contenues dans le groupe A,,.

Théoréme CXXXII. Les 48 points de (S,)}, sont situés sur T-24 droites
coupant 24 & 24 les plans P{*#(C) ot les plans correspondants TR (19)(+),
qui sont les espaces fondamentaux des T involutions de 3™ espaces contenues
dans le groupe Ai.

" Les 8 substitutions cycliques d’ordre 6 de A,, se divisent en 4 couples, oix
une substitution d’un couple est une puissance de I'autre, donc:

Théoréme CXXXIII. Les 48 points de (S.)!, for ment de 4 manidres dif-
férentes 8 cycles projectifs de 6m¢ ordre, par rapport aux pyramzdes des pomts
doubles des 4 homographies cycliques du groupe As,.

Les 6 substitutions cycliques du 4™ ordre du groupe A,, forment aussi 3 cou-
ples, de la méme manidre que les 8 substitutions cycliques de 6™° ordre, donec:
"~ Théoréme CXXXIV. Les 48 points de (S.)!, forment de 3 maméres dzf
Jérentes 12 cycles projectifs du 47¢ ordre du groupe A,,.
De méme pour les autres groupes (S,)7..

.

(*) On peut, i Von veut, prendre cette surface comme surface cor rcapondante de la conique
fondamentale de Phezagramme.
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Théoréeme CXXXV. Si le point S, tombe sur une des surfaces A.s, les
720 points de (So)uo se distribuent 48 & 48 sur les 15 surfaces Asp.
Le groupe II donne:
Théoréme CXXXVI. Si, sur le point S,, on opére successivement I'invo-
lution (13)(24) et U'homographie (1526)(34) on a 24 points du groupe (S,),.
Dans toute la figure on a 2-15-15 de ces groupes.

Des 60 SURFACES A,3A.y DE 4™ ORDRE ET A TROIS DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S;);;0 CORRESPONDANTS AUX DROITES DE PASCAL,
AUX DROITES Zpmyi ET AUX POINTS Zyp.

64. Considérons la droite de PascaL Ay A3, elle nous a donné le groupe 111
(n.° 50). Ce groupe est représenté par la fonction A,;A,;. Si nous I'égalons & zéro

(@ 2e + 250, F 25 Te) (T X5 + T6 Ty + T3 23) = A Ain =0 1)

elle nous donne I'ensemble de deux surfaces A,,, A;, et d’aprés le n.° 13 leur
intersection nous représente le groupe IIL. Cette intersection est évidemment
une surface du 4™ ordre et & 3 dimensions (*).

Les deux surfaces de 2! degré A,, A, passent par les surfaces planes de
la pyramide fondamentale

135, 136, 145, 146, 235, 236, 245, 246
124, 125, 134, 135, 246, 256, 346, 356.

Elles passent donc par les deux mémes faces 135, 246 et en outre par les
arétes 14, 25, 36, qui ne sont pas situées sur les deux faces.
Ces trois arétes sont donnédes par les 3 couples des indices de la surface A,;.
Nous avons vu que les points Z,, et les droites 2ym,, ont les mémes sym-
boles de droites de Pascar, donc:
Théoréme CXXX VII Auzx 60 droites de PascaL A.gAqy, ou aux 60 points
Zm €t aux droites z,m,,, correspondent 60 surfaces A,pday & 3 dimensions et
du 4me ordre, suivant lesquelles se coupent deux & deuz les 15 surfaces A,a.
Une de ces surfaces, par ex. A,,A,; contient les faces 135, 246 et les arétes
14, 25, 36 de la pyramide fondamentale (**). '

(*) Voir mon Mém. des Math. Annalen, p. 187, Biischel von (n — 1)-dimen. Flichen Fi_,.
(**) Voir aanssi n.° 67.
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62. Le groupe III donne:

. Théoreme CXXXVIIL. Si Uon opére, sur un point quelconque S,, Pinvo-
lution (13)(46) et I'homographie cyclique (123456), on obtient un groupe de 12
points (So)ly, 15, qui correspondent aux 12 hexzagones de la droite de PascAL ApAss.

Les 120 points (So)ue forment de 60 maniéres diffcrentes, 60 de ces groupes
(S2,., (=1, 2,... 60). |

Théoréme CXXXIX. Ces 12 points sont situcs deuz & deux sur 3:6
droites, qui coupent 6 & 6 les droites P(:)(#) gt les espaces correspondants
n{HD fondamentuuz de 3 involutions des 2* espéce du groupe IIT (n.° 50).
 Théoréme CXL. Ils sont aussi situés deux & deux sur 4.6 droites, qu
coupent 6 & 6 les plans PRI, n{# @) fondamentauz des 4 involu-
tions de 3™ espéce du groupe III.

Théoréme CXLI. Ils forment deux cycles projectifs de 6™ ordre corres-
pondants & Uhomographie cyclique de 6m¢ ordre du groupe III.

. Des autres groupes 1V, V, VI de la droite de PascaL on peut aussi
obtenir des groupes spéciaux de points.

Du groupe VII on déduit:

Théoréme CXLIL. Si Uon opére, sur le point S,, successivement les deuz
involutions (13)(46), (14)(25)(36), on obtient 4 points de (So)iy. s, Situcs deux
& deux sur 4 droites, qui coupent deux & deuz les plans Py, Ppoeseo
et les plans correspondants fondamentauzs des deux involutions de 3™ espéce
du groupe V. Ils sont situés deur & deux sur deux droites, qui coupent la
droite P'“® et Uespace II}*"“* fondamentaux de Vinvolution (13)(46) du groupe.

Les 12 points du groupe (So)ly. Jorment de 6 maniéres différentes 3 de ces
groupes. v

Naturellement les autres groupes ()%, ,, ont les mémes propriétés.

Si le point S, est le point e, 73, 75, 7%, Tes 1, en opérant sur ce point 1"ho-
mographie cyclique (123456), il reste inaltéré, et si mous opérons sur lui Iin-
volution (13)(46) et I’ homographie cyclique (123456), qui engendrent le groupe
85k 15, ON Obtient deux points, savoir:

2 . 5 ‘ 3 2
rs, 7o Thy Te ry, 15 1, 5 Tey Ter Ty Te-

On peut par conséquent faire correspondre aussi ces deux points & la droite
de PascaL ApA,;. Done:

Théoréme CXLIIL. Les 120 points du groupe (rs), dont les coordonnées
sont les 6 racines 6me de Vunité, correspondent deuz & denz auzx 60 droites
de Pascar. .
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Ils sont situés 8 & 8 sur les 15 surfaces A,p.
Pour démontrer la derniére partie de ce théoréme il suffit de remarquer que
la surface, par ex. Ay

Ty T+ 2.2+ 252, =0

passe par le point 1, —r;, 7y, — 7, #1, —1 (r, étant une racine cubique de
'unité). Le groupe correspondant de 48 points se réduit pour ce point & 8.
Ces 8 points correspondent aux droites de Pascay des deur quad: tlatéres don-
nés par les deux figures T I et 1I, c’est & dire plsplaplsDls) PaisDisiDinsPies:

63. Du groupe VIII on a:

Théoréme CXLIV. Si Uon opére, sur le point S,, deux involutions quel-
conques de 2%¢ espdce du groupe VIII, on obtient 4 points. Ces 4 points sont
situés deux & deur sur 6 droites coupant deux & deux les espaces fondamen-
taux des trois involutions du groupe.

Ce sont les 4 points correspondants auzx 4 droites de Pascav de la figure I
P:Mlpla&p!:“p“.’.

Les 48 points d’un groupe quelconque (S,)ap forment d’une seule maniére
12 de ces groupes.

De méme le groupe IX nous donne 8 points du groupe (S;'{, correspondant
aux 8 droites de Pascan des deux quadrilatéres donnés par les deux figures
I et II. On peut les engendrer avec I'involution (12)(34) et I’homographie
(1625) (34).

Avec les 48 points d’un groupe (S,).s on peut former des trois manitres
différentes 6 de ces groupes.

De méme, des groupes X, XI, XII, XIII, on obtient respectivement des
groupes de 4, 8, 8, 4 points, dont les propriétés peuvent étre établies de la
méme maniére que pour les groupes précédents.

* Enfin le groupe XIV nous donne:

Théoréme CXLV. Si Uon opére, sur le point S,, Uinvolution (12) et I’ho-
mographie cyclique (135246), on obtient un groupe de 24 points de (S,)!,, st
tués deux & deux sur 3-12 droites et passants 12 & 12 par les trois points
P>, P, Pg*. Ces 24 points correspondent aux 8 droites des deuz quadri-
latéres des deux figures I et 1I. -

Les 48 points d’un groupe quelconque (S,)7, forment &’ une seule mamére
deuz de ces groupes.
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Des 20 surracEs A,gA.yAg, DU 6™° ORDRE A 2 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S; 750 CORRESPONDANTS AUX 20 POINTS DE STEINER
ET AUX DROITES DE CAYLEY.

64. Nous avons vu, n.° 52, que le groupe du point de STEINER G, peut
étre représenté par la fonction A,;A,3Az. Or en posant cette fonctlon égale a
zéro, on a

A Ay ={Z,%, + T:T, + 2 T5) (T4 Ts + To Ty + 2:T5) (xsxc + 2,25 + xazc) =0.

D’apres le n.° 13, I'intersection des trois surfaces A, =0, A;;=0, Ayy=0 re-
présente le groupe XVIII,
Les trois surfaces Ay, Ay, Ay passent respectivement par les huit faces

135, 136, 145 146, 235, 236, 245, 246,
124, 195, 134, 135, 246, 256, 346, 356,
123, 126, 135, 156, 234, 246, 345, 456.

Elles passent donc toutes les trois par les faces 135, 246 de la pyramide fon-
damentale. Elles passent aussi par le point —1, 1, —1, 1, —1, 1 des 10
points du groupe (C),, qui représentent les groupes des 10 couples de points
de Stener (théoréme CXX). L'intersection de 3 surfaces quelconques du 2!
degré & 4 dimensions en R, est une surface de 8™ ordre & 2 dimensions.
Dans notre cas les trois surfaces passent par les deux plans 135, 246, qui font
donc partie de la surface d’intersection, par conséquent elles se coupent en
outre dans une surface de 6™ ordre et & 2 dimensions. Cette surface passe
naturellement par le point —1, 1, —1, 1, —1, 1.

Au point de StemER G, correspond une surface AisA,Ass, qu’on peut ap-
peler la conjuguée de la premitre. Elle passe aussi par le point —1, 1, —1,
1, —1, 1, done:

' Them éme CXLVI. Aux 20 points de STEINER AsgAa;Ag, correspondent en
Ry 20 surfaces A,gAa,Ap, de 6™ ordre et & deux dimensions, situées respecti-
vement sur les trois surfaces de®2? degré A.p, Aeyy Agye

Theéoréme CXLVIIL Les surfaces AygAs,Ag,, AsdnAa, qui correspondent
& deux points conjuqués de STEINER, passent par celui des 10 points du groupe
(C)is (théor. CXX), qui représente le groupe des deux points de STEINER.
-~ 65. Du groupe XVI il résulte:

Théoréme CXLVIIIL. En opérant, sur le point S,, Uinvolution (13) et I'ho-
mographie cyclique (123456, on obtient un groupe de 72 points (S,)ie;. 156, qUE



204 Veronese: Interprétations géométriques

correspondent auz 12 hexagones des 6 droites de Pascar passant par les deux
points de STEINER G5, Gise.

Les 720 points de (S)mo forment 10 de ces groupes (So)25, s (g=
10), qui correspondent aux dix couples des points de STEINER, ainsi qu aux dzx
couples .des droites de Caviey.

Théoréme CXLIX. Les 12 points du groupe (S} .5, Sont situés deux a
deux sur 6-36 droites passant 36 & 36 par les points P, centres des 6 in-
volutions de premire espéce du groupe XVI.

Ils sont situés deux & deur sur 10-36 droites, qui rencontrent 36 & 36 les
espaces fondamentaur P,, T, des 10 involutions de 24¢ espéce du groupe.

Theéoréme CL. Les 12 points du groupe (S,),, s forment de 6 maniéres
différentes 12 cycles projectifs de 6 points par rapport auxr pyramides des
points doubles des 6 homographies cycliques du groupe.

En effet, les 12 substitutions cycliques du groupe XVI déterminent précisé-
ment six homographies cycliques.

Ils forment aussi de deux manidres différentes 24 cycles de 3 points corres-
pondant aux deux homographies cycliques (133), (246) du groupe.

Le groupe XVII des substitutions paires de XVI nous donne un groupe de
36 points de (S,)}; 56, done:

Thcoréme CLI. Les deux groupes, que Von obtient de (S,)is.iss, SOME €ri-
demment homologiques pour chacun des 6 points PJ¥) et des espaces corres-
pondants TI{Y) du théoréme CXLIX.

Du groupe XVIII on obtient:

Theoréme CLIL. En opérant sur le point S, Uinrolution (12)(34) et I'ho-
mographie cyclzque (123456) on a 36 points du groupe (S)iy s correspon-
dant aux trois droites de Pascan de Gy, tandis que les 36 restants corres-
pondent & celles de Gs. Les propriétés de ces deux groupes de 36 points rc-
sultent, comme pour les autres, de la nature des substitutions du groupe XVIIL

St le point S, tombe sur une des 20 surfuces AypAsyAgy, les T20 points (So)ae
se distribuent 36 & 36 sur les 20 surfuces. '

Du groupe XX on obtient en partant dugpoint (S.), 18 points, qui corres-
pondent aux 6 droites de Pascar de G, Gise-

Avec les T2 points de (8,)}y;. 155 01 peut former de deux manidres diffcrentes
4 de ces groupes.

Du groupe XXI on obtient 9 points contenus dans les 18 points précédents
et correspondants aux trois droites de G,,5, tandis que les 9 restants correspon-
dent aux trois droites de G.s.
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Du groupe XXII on déduit de S, 12 points du groupe (So)is..e- Les T2
points de (S,)ly;. .55 forment de 6 maniéres différentes 6 de ces groupes. Ces 12
points correspondent ausst aur 6 droites de PascaL de G, Gis.

Du groupe XXIII on a de S, un groupe de 6 points contenus dans les 12
points précédents; ils correspondent aux droites de PascarL de Gss.

Ces propriétés s étendent naturellement & tout groupe (S,)

q -~
ody,0e)°®

Des 6 coxriguraTIONS II QUI CORRESPONDENT AUX 6 FIGURES II
pU sysTEME PascaL-KIRKMAN oU D'UN SYSTEME QUELCONQUE [Z2].

66. Nous avons vu au n.° 53 que le groupe d’un figure I1, par ex. de la

figure I, est représenté par une des fonctions de SERRET, sav0ir: ApA ;A AiA,.
En posant

(xixz +2,2, +x5xs)(x;xc +T o3 "’xﬂfs) (xlxt"xsz"x:!xS) (:ZJ ‘xa+x2x5+x‘x6)(x‘$5+xgx4+x3xd)=0
81813814 A15A46;

les 5 surfaces A,;, Ay5, Au, Ass, As6, prises ensemble, passent par toutes les 15
faces planes de la pyramide fondamentale; elles passent aussi toutes par les
6 sommets; leurs points d’intersection ultérieurs forment une configuration II,
qui correspond & la figure I de I"hexagramme. Donc:

Théoréme CLIII. Aux six figures TI d’un systéme quelconque [Zz]m,
ou bien du systéme Pascar-Kirkmax, correspondent en R;, 6 configurations II,
qui sont donmnées respectivement par les points d’intersection de 5 surfaces
DapAayAasDacAgs, les sommets de la pyramide fondamentale exceptés.

Du groupe XXIV on a: ,

Théoréme CLIV. Si Uon opére sur le point S, successivement l'involu-
tion (14)(23)(53) et I'homographie (12453), on obtient 120 points formant un
groupe (S,), relativemeut aux dix droites de Pascav de la figure I

Les 720 points du groupe (S,):s, forment, de 6 maniéres différentes, 6 de ces
groupes, qui correspondent aux six figures I1 d’un systéme quelconque [Zz]m.

Théoréme CLV. Les 120 points de (S,); sont situés deux & deux sur
15-60 droites, qui coupent 60 a 60 les espaces fondamentaux P, et I, des
15 dnvolutions de 2¢ espéce du groupe.

Ils sont situés deux & deux sur 10-60 droites rencontrant 60 & 60 les plans
Sondamentaux P,, I, des 10 involutions de 3™ espéce du groupe.

Les 20 substitutions cycliques d’ordre 6 de XXIV (n.° 53) forment 10 cou-
ples des substitutions, dont I'une est une puissance de I'autre.

Annali di Matematica, tomo XI. 21
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Les 24 substitutions de 5™° ordre se séparent en 6 groupes de 4 substitutions,
dont 'une est une puissance des autres, comme par ex.

(23564), (25436), (26345), (24653).

En outre, les 30 substitutions de 4™ ordre du groupe se séparent en 15 cou-
ples, en sorte qu'une des substitutions d’un tel couple est une puissance de
autre; comme, par ex., les deux substitutions du couple (2365), (2563). Donc:
Théoréme CLVI. Les 120 points de (S,) forment de 10 maniéres diffé-

rentes 20 cycles projectifs de 6 points, par rapport aux pyramides des points
doubles des 10 homographies cycliques du groupe.

Ils forment aussi de 6 maniéres différentes 24 cycles projectifs de 5 points
par rapport aux 6 homographies cycliques d’ordre 5 du groupe.

Enfin ils se séparent, de 15 manitres différentes, en 30 cycles projectifs de
4 points par rapport auxr 15 homographies cycliques de 47 ordre du groupe.

Du groupe XXV on obtient 60 points du groupe précédent, engendrés par
'involution (26)(35) et par 1'homologie cyclique (12453).

Des 60 SURFACES A,3As;A.s DU 8™ ORDRE A 2 DIMENSIONS
ET DES GROUPES DE (S);; QUI CORRESPONDENT AUX 60 points DE KIREMAN,
AUX 60 poINTS Z,,,,,; OU AUX 60 DROITES 2.

67. Si nous considérons maintenant un point de Kirkmax, par ex. A;Apd,,
il correspond & la droite de Pascan A,;A;, ou aux points Z,, et aux droites
Zamys Teprésentés par le symbole Aj;A, (n.° 50). Le groupe de ce point de
KirkMax peut étre représenté, comme nous I'avons vu, par le produit des trois
fonctions A,y Ay, Ay. En posant
(xnxz+$3x4+xsxu)(,1’4x5+xamn+x2x3)(xax4+xz-'1’o'f‘$3xs)‘—=_AnAmAu=0 (1)
on obtient une surface, qui représente le groupe du point de Kirkman. Les trois
surfaces A,,, Ay, A, passent toutes par les arétes 13, 25, 36, 15, 24, 35 de
la pyramide fondamentale. Ces 6 arétes sont données précisément par les 6
cotés de 1’hexagone de Ja droite de Pascar correspondante A;;A,, ou bien de
la surface AA;

(@1 T3+ T 05 4 23) (0, 05 + T Ty + 25 2:) = 0.

Les surfaces A,;, A,; passent toutes les deux par les 9 arédtes restantes, données
par les 3 surfaces (1), ou bien par les 9 cotés des trois hexagones des droites
de Pascan passant par le point de Kirkmax (n.° 25). Les trois surfaces se ren-
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contrent donc suivant une surface a 2 dimensions de 8™° ordre, qui représente
le groupe du point de KirkuMax A;A,5A,. Cette surface passe par les 6 arétes
données par les 6 couples des indices des deux surfaces A,s, Ay de la surface
correspondante A,;A,. Celle-ci passe par les 9 arétes restantes (*). La surface
Ay A3l correspond aussi aux points Zym,, et aux droites 2, de I'hexagramme,
qui ont le méme symbole, de méme que la surface A, A, correspond aux points
Zym et aux droites 2,,,, du méme symbole A;sA,. Done: .

Théoréme CLVII. Aux 60 points de KirkMan, aux 60 pomts Zomr et
aux 60 droiles z.,, correspondent, en Ry, 60 surfaces du 8" ordre & deux di-
mensions, données par- Uintersection de trois surfaces Asg, Aay, Ass.

T he’oreme CLVIIL. A la surface A,pA,,Aq; est relative la surface de
4me ordre & 3 dimensions AscAq -

La surface AsuDayAes passe par les 6 arétes de la pyramide fondamentale
données par les six couples des indices des deux surfaces Ase, Asy. La surface
Aai Ao pusse par les 9 arétes restantes, dcterminces par les couples des indices
des trois surfaces AospAayAas.

Le point de KirkMaN A;;A,;A,, et la droite de Pascan correspondante AsA,,
appartiennent & la figure I (n.° 26); de méme les surfaces correspondantes
Ay Ay, et AiAy appartiennent & la configuration I; c’est & dire que ces
surfaces passent par les points de cette configuration. Donec:

Théoréme CLIX. Les 10 surfaces Aqgda,A.5 et les 10 surfaces corres-
pondantes A..da relatives aux 10 points de Kirkman et auz 10 droites de
Pascar d’une des 6 figures 11, ou bien aux dix points Z et & leurs droites z
d’un systéme quelconque [Zz)m, passent par les points de la configuration cor-
respondante II.

Les 10 droites de Pascar d’une figure II paascnt 3 a 3 par les 10 pomts de
Kirkman de la figure, et ceux-ci sont situés 3 & 3 sur les 10 droites de PascaL
correspondantes (n.° 26), donec:

Théoréme CLX. Les dix surfaces & 3 dimensions A,pA,, d'une configu-
ration II en R, se coupent 3 & 3 aux dix surfaces AusA,.A, de la méme con-
figuration, et ces dix surfaces sont situces 3 @ 3 sur les dix surfaces AozAay.

68. Le groupe XXVI donne:

Théoréme CLXI. Si Uon opére, sur le point S,, successwement les deux
involutions (26)(35), (56)(13)(24), on obtient un groupe de 12 ‘points (S,)';. 15.1s
relatifs aux droites de Pascan du point de Kirkman A, A A,

(*) Voir n.° 61.
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Avec les 120 points du groupe (S,) (n.° 66) on peut former 10 de ces groupes
correspondants aux dix points de Kirkmax de la figure I.

Théoréme CLXII. Les 12 points du groupe (So)i,.,s.,, SOnt situés deux &
deuz sur 3-6 droites, qui rencontrent 6 & 6 les espaces fondamentaux P, et I,
des 3 involutions de 2°¢ espéce du groupe.

Ils sont aussi situés deux & deux sur 4-6 droites coupant les plans fon-
damentaux P, II, des involutions de 3™ espéce du groupe.

Ils forment aussi deux cycles projectifs de 6 points par rapport & U homo-
graphie cyclique de 6™ ordre du groupe.

St le point S, tombe sur une des 60 surfaces A,pAa,A.; les T20 points de
(So):20 Se disposent 12 @ 12 sur ces surfaces.

Du groupe XXVII on déduit un groupe de 6 points contenus dans le groupe
précédent.

" Le groupe XXVIII de toutes les substitutions paires donne:

Théoréme CLXIIL. Si Uon opére sur le point S, les komographies cy-
cliques (126), (12345), on obtient 360 points (S,)w,. Les T20 points jforment
deux de ces groupes.

Ces deux groupes sont homologiques de 15 maniéres différentes, les points
P%) et les espaces TIY¥) étant centres et espaces d’homologie (théor. XX XIII).
Le groupe total donne:

Théowéme CLXIV. En opérant sur le point S, Uinvolution (12) et Uho-
mographie cyclique (123456), on obtient le groupe entier (Sy)zs-

69. Nous avons vu, (n.° 26), que trois figures Il de I’ hexagramme, par ex.
I, I, III, déterminent le point de StEEr G, tandis que les trois autres ont
le point G,;; commun. On trouve aussi dans R; la propriété correspondante.

Théoréme CLXV. Trois configurations Il en By, par ex. I, II, 111, déter-
minent la surface A,AyAe,, tandis que les autres déterminent la surface con-
Juguée AyAelse. .

Deux figures II, par ex. I et II, ont le triangle A,, commun, (n.° 28), donc:

Théoréme CLXVI. Deux configurations 11 dans R, I et II par ex., sont
situées sur la surface A,.

Les deux figures IT déterminent aussi les 4 points Ge5y Giosy Grosy G situés
sur la droite de Steixer-Priicker g,,, qui a pour symbole A,,, (n.° 28), donc:

Théoréme CLXVII. Deux configurations 11, I et II par ex., dans Uespace
R,, déterminent les 4 surfaces & 2 dimensions et de 67 ordre relatives aux 4
points de STEINER Glos, Gior, Glros, Gues, qui sont situdes sur la surface du 2°
ordre & 4 dimensions A,,.
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Donc les surfaces A,z correspondent aussi aux droites de STEINER-PLiCKER
et auz points de SaLMON.

Nous voyons que cette interprétation, dans Uespace & 5 dimensions, est la
véritable extension de la figure de PascaL pour les courbes et les surfuces qui
se transforment en elles-mémes, de méme que la conique fondamentale dans

U hexagramme se transforme en elle-méme par les permutations des 6 points
Jondamentauz.

§7.

Projections des figures obtenues dans 1’espace & 5 dimensions
sur V’espace & 3 dimensions et sur le plam.

70. Nous pourrions projeter d’abord sur un espace & 4 dimensions quel-
conque et d’'un point quelconque, ou bien du point unité sur I'espace unité. Les
figures que 1’on obtiendrait seraient aussi des expressions géométriques de la
théorie des substitutions de 6 lettres dans l'espace & 4 dimensions.

Cependant, je veux, pour ne pas entrer dans des développements trop longs,
faire seulement des projections sur I'espace & 3 dimensions et sur le plan.

ProJEcTION SUR L’ESPACE A 3 DIMENSIONS S;.

Les configurations, que nous venons d’¢tudier dans Ry, nous donnent le moyen
d’obtenir des configurations différentes de la méme classe sur l'espace a 3 di-
mensions, par la méthode développée dans le chapitre I, § 6.

La projection d’une figure quelconque de R; sur un espace & 3 dimensions,
que nous supposons tout & fait arbitraire, doit s'effectuer au moyen d’une droite
de projection S,, qui ne coupe pas S,. En effet S, et S; dans R, sont deux
espaces corrélatifs, tandis qu'un plan et un espace 4 3 dimensions se coupent
en général en un point (n.° 1).

Nous supposons que la droite S, et I'espace S, n’aient aucune position spé-
ciale par rapport a la pyramide fondamentale AY,..., A" de R,, que nous
avons aussi désignée simplement par les 6 indices 1, 2, 3, 4, 5, 6. Nous com-
mengons par projeter la pyramide sur S;. On en obtient un hexagone ,(4)
complet. Les points P{®, P'(¥) seront projetés en 30 points Py, P si-
tués deux & deux sur les arétes de 1’hexagone (A) fondamental et divisants
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harmoniquement le segment déterminé sur l'aréte par les deux sommets. Les
propriétés projectives restent en effet inaltérées par projection, done:

Théoréme CLXVIIL Si Von projette, par une droite S, les figures pré-
cédentes sur un espace S, qui ne rencontre pus S,, dans Rs; de la pyramide
Sondamentale A),..., A7 on obtient sur S; un hexagone complet (A) tout &
Jait genéral, si la droite S, et Uespace S, n’ont aucune position spéciale par
rapport & la pyramide fondamentale.

Des 15 points Pi*) et 15 points P'%) rcsultent dans Rs 30 points ,Pi%),
PR qui sont situds deux & deux sur les 15 arétes de Uhexagone (A), en en
divisant harmoniquement les deux sommets.

Les 15 points P sont situés 3 a 3 sur 20 droites, qui forment 15 qua-
drilatéres. Les points Pi* et \P'y¥) pris ensemble sont situés 3 & 3 sur 80
droites, qui sont les coteés de 20 autres quadrilatéres.

Théoréme CLXIX. Des 120 points (So)eo de Ry résulte par projection
sur S, un groupe de 720 points (So)no, sttucs deux & deux sur 15-360 droites,
qui passent 360 & 360 par les 15 points P (théor. CVII).

Si nous considérons dans R, les deux points S,S," de coordonnées

YsY2YsYaYsYs

Yol sYaYslYsYe
ils sont situés sur une droite passant par P{*) et sont divisés harmoniquement
par Pi*) et par I'espace II*). Or, on ne peut pas projeter univoquement Ies-
pace II, sur I'espace S;; donc & I'involution (12) de Rs ne correspond pas une

involution de S;.
Si nous considérons les deux points

Sy YiY2Y3Y1YsYs
S?’?]??/a:’/ﬂ sYsYs

qui se correspondent dans I’involution (12)(34), la droite, qui les joint, coupe la

droite P} et J'espace II;**. Or, on peut projeter univoquement la droite P,

et 'espace II;, mais la projection de ce dernier sera I'espace S; méme, c’est

a dire que dans S, nous n’avons pas I'involution correspondante & (12)(34).
Enfin, si nous considérons les deux points

S, YiYYsYslYsls
SL”’?/:»? (Y YsYsY-
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qui se correspondent dans I'involution (12)(34)(56), on voit qu’ils sont situés
sur une droite, qui rencontre les deux plans fondamentaux P35 et [[1@easo
de I'involution. Or, ces deux plans seront projetés par la droite S, sur S, sui-
vant deux plans ,P§¥o¢ %0, II}** % qui passeront respectivement par les deux
groupes de points Pg*, Pg*, P3P\, P'3*, P, Les deux points pro-
Jections de 5,8 diviseront harmoniquement ces deux plans. Donc:

- Théoréme CLXX. Les 15 points [P déterminent 60 droites ,P{*P)(r)
et 15 plans PN (4 5 3 ¢, X sont identiques & I'ordre prés aux
indices 123456) tandis que les 15 points ,P'™) déterminent 15 plans JI{*8) () (),

Les 720 points (S,)s., sont situés deux & deux sur 60-360 droites rencon-
trant 360 & 360 les 60 droites ,P,.

Ils sont situés deux & deux sur 15-360 droites, qui coupent harmoniquement

360 & 360 les plans correspondants P, et \Il, en deux points.

Si nous projetons un cycle projectif de 6 points de R; sur S;, nous obtenons
aussi un groupe de 6 points, situé sur une courbe rationnelle ,W, et de méme
pour les cycles de 5, 4 et 3 points.

En permutant les trois premigres coordonnées du point S,, on obtient 6 points
situés sur un plan de R,, qui passe par la droite ot I'espace unité coupe la
face A3* de la pyramide fondamentale, donc le théoréme CXIV nous donne:

Théoréme CLXXI. Les T20 points (Sy):0 en Sy sont situés 6 & 6 sur
2400 plans, qui passent 120 & 120 par les 20 droites des 20 faces de I’ he-
ragone (A) fondamental, ot sont situés 3 & 3 les 15 points P*. Les 6
points sur un de ces plans forment deux triangles homologiques de trois ma-
nidres différentes, les trois points \Pi*) situés sur le plan, étant centres d’ ho-
mologie.

Si nous permutons seulement les premiéres quatre coordonnées de S, en R;,
_on obtient 24 points situés dans un espace & trois dimensions, qui passe par
le plan ol Yespace unité coupe la face & 3 dimensions A7**. Les 24 points
sont situés d’apres le théor. CXIV, sur une surface de 2! degré & deux dimen-
sions, qui sera projetée en S; suivant une surface du 2! degré; done:

Théoréme CLXXII. Les 120 points ((Sy):0 €n S sont situés 24 a 24 sur
450 surfaces du 22 degré, qui correspondent 30 a 30 aux 15 tétraédres que
Pon peut former avec les 6 sommets de Uhexagone fondamental.

74. Si nous projetons maintenant sur S, les deux groupes de points (B),,
(C)is (n.° 51) nous obtenons:

Théoréme CLXXIII. Les 32 points (B)is (C)ic sont projetés en S; sui-
vant 32 points (B)is, (C)is. Ces derniers points sont situés 4 & 4 sur 120
plans, qui passent 15 & 15 par chacun d’eux (théor. CXX).
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Les 120 droites, qui joignent deux & deuzx les points de (B)i ot de (C)s,
passent 4 & 4 respectivement par chaque point Py et [P’ (*) (théor. CXXII).
Théoréme CLXXIV. Les points de (B).; avec les points (C)is sont situés
deux & deux sur 6-16 droites, qui passent 16 & 16 par les sommets de U he-
xagone fondamental (A) (théor. CXXIII).

72. Si nous considérons les groupes formés par les 720 points de (So)rz0,
nous obtiendrons facilement par projection les groupes correspondants sur S;.
Cependant on ne peut pas avoir dans S, les surfaces correspondantes des sur-
faces A,g, parce que les surfaces sont & 4 dimensions; de méme on ne peut pas
avoir le correspondant des 60 surfaces A,3A,,. Mais on peut projeter les 20
. surfaces de 6™ ordre & 2 dimensions A,34,,43, et les 60 surfaces de 8™° ordre
2 2 dimensions A,z3Aa, .5, et enfin on peut aussi projeter les 6 configurations
11, qui correspondent aux 6 figures IL

Théoréme CLXXYV. Les 20 surfaces AqpAq,Az, de 6™ ordre a 2 dimen-
sions (n.° 64) sont projetés sur S, suivant 20 surfaces ,A.5.Aqy.As, de 6™ ordre,
qui correspondent aux 20 points de StEwer et aux 20 droites de Cavrey.

Théoréme CLXXVI. Les 6 configurations I (n.° 66) sont projetées sur S,
suivant 6 configurations I, qui correspondent aux 6 figures 11 d’un quel-
conque des systémes [Zz]n de U hexagramme.

Théoréme CLXXVII. Les 60 surfaces AsgAa,Aas de 8¢ ordre & 2 dimen-
sions (n.° 67) sont projetées sur S, suivant 60 surfaces \AagBayAas de 8¢ ordre.
Celles-c¢ correspondent aux 60 points de Kirkmax, auz 60 points Zyn,, ot aux
60 droites zym.

Théoréme CLXXVIII. Les 60 surfaces AsgiAa,Aa; passent respective-
ment 10 & 10 par les 6 configurations ,IL

Dans S, on a aussi d’autres configurations de points ou d’autres courbes
et surfaces qui reprdsentent les groupes de I'hexagramme, d’aprés ce que nous
avons démontré, sur les groupes en général, dans le premier chapitre (n.>* 17
et 18).

En projetant les 120 points (rs), on obtient en S; 120 points qui correspon-
dent deux & deux aux 60 droites de Pascar (n.° 53).

73. On peut donner & S, et & 'espace S, des positions spéciales par rap-
port a la pyramide fondamentale; on obtiendra en S, des hexagones spéciaux,
ou bien d’aprés le n.° 17, des pentagones ou des tétraddres.

(*) De la Note n.° 57, on déduit que les 15 plans passant par un des points, par ex., de
«(B) sy passent par les 15 cdtés d’un hexagone formé avec 6 points du groupe ,(C),, et en
outre respectivement par les autres points de ,(B),s.
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Nous voyons, par ex., que si la droite S, passe par le point unité dans R,
la figure en S, se particularise; mais la pyramide se projette toujours sur S;
suivant un hexagone ,(4) général. En effet, le point unité peut &tre regardé
comme un point quelconque de I'espace R;. Dans ce cas les espaces IT{*F)r9)
sont situés dans des espaces & 4 dimensions avec.la droite S, de projection;
tous leurs points seront projetés sur les plans d’intersection de ces espaces avec
Ss. Dans ce cas donc nous avons aussi dans S, les involutions correspondantes
auz involutions de 2¢ espéce de R, (*).

D’aprés le. théoreme XXXVII nous avons: ‘

Théoréme CLXXIX. Pour tout tétraédre, pentagone et hexagone complet
dans Vespace & 3 dimensions, on obtient des configurations de la méme classe
que Uhexagramme mystique, et dont les propriétés résultent des théorémes pré-
cédents.

Toutes les courbes ou surfaces & deux dimensions de R,, qui se transforment
en elles-mémes, seront projetées suivant des courbes ou des surfaces pour les-
quelles les groupes, que nous venons d'étudier, ont les propriétés analogues o

celles que les groupes de Uhexagramme ont par rapport & la conigue fonda-
mentale. '

ProsectioN- str UN PLAK S;

74. Nous projetons maintenant par un plan R, quelconque de R; sur un
plan S;, et nous supposons d’abord que R, et S; n’aient aucune position spé-
ciale par rapport & la pyramide fondamentale. On a:

Théoréme CLXXX. En projetant par un plan R, sur un autre plan S,,
qui ne coupe pas R,, les figures de R,; de la pyramide fondamentale, résulte
un hexagone général ,(A). Des 30 points Py», P'/% résultent 30 points P,
PR situds deux & dewx sur les cotds de Uhexagone 5(4), et qui en divisent
harmomquement les deux sommets.

Les 15 points P sont situés 3 a 3 sur 20 droztes et zls sont 6 & 6 les
sommets de 15 quadrilatéres.

Les 30 points ;P ,P'#* sont situés 3 & 3 sur 80 droites, qui détermi-
nent 20 autres quadrilatéres.

(*) Dans ce cas les 32 points (B),, (C),, sont projetés en 31 points, c’est & dire. en 15
points ,(B),, et 16 points ,(C),,. Du théor. CXX on déduit qu’il y & un hexagone com-
plet de 6 points de (C),,, dont les cdtés passent par les points ,(B),,.

Les 120 points (r,) étant situés sur I’espace unité, si la droite S, est contenue dans Ves-
pace unité, les 120 points (r;) sont situés sur un plan, ainsi que les 15 points P, ete.

Annali di Matematica, tomo XI. 28
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Théoréme CLXXXI. Les 120 points d’un groupe (S)):. de Ry sont pro-
jetés en 120 points d'un groupe Sy} de S,. Ces T20 points sont situés deux
& deux sur 15-360 droites, qui passent 360 & 360 par les 15 points ,P™.

Ils sont situés 6 & 6 en 2400 coniques, qui passent 120 & 120 par les points
projections des points (rs), situés sur une des 20 droites, ot sont disposés 3 &
3 les points P,

Les deuz points de (rs) d’une de ces droites divisent équianharmoniquement
ses trois points (P, -

Les 6 points d’ une de ces coniques ont les mémes propriétés que les 6 points
(So)e du § 2 de ce chapitre.

Ainsi tous les qroupes de points de (S,).. dans Uespace R, par ex., les groupes
(8073 (S0)28,wr3 (So)iays (So)isyiens (So)ap,ay,ws, as, s (So)ag,uy, iy €EC. QUi cOTTES-
pondent aux groupes des triangles A,s, des droites de PascaL, des points de
SteiNer et de leurs couples, des 6 figures 11, des points de Kirkuax, efc. nous
donnent par projection sur S, les groupes correspondants.

On aura aussi dans le plan S, des groupes spéciaux; par ex., en projetant les
120 points (rs), on obtient sur le plan 120 points correspondants deux & deux
auz 60 droites de Pascav, ete.

D’aprés le théoréme XXXVII on déduit:

Théoréme CLXXXII. Pour tout triangle, quadrangle, pentagone, hexa-
gone du plan on obtient des configurations de points, de droites et de courbes
de la méme classe que U hexagramme mystique.

Ce théoréme a lieu aussi quand I’hexagone est inscrit & une conique.

Toutes les courbes de R; qui se transforment en elles-mémes, seront proje-
tées suivant des courbes planes, pour lesquelles les groupes plans, que nous
venons d'étudier, ont des propriétés analogues & celles que les groupes de U’ he-
ragramme ont par rapport & la conique fondamentale.

Par la méthode que nous avons suivie jusqu'd présent pour n=3, 4, 5, 6
on peut discuter aussi complétement les configurations, qui correspondent & n
quelconque, soit dans I'espace R,_,, soit dans un espace de dimensions moindre.

Nous avons donné déja quelques propriétés fondamentales de ces configura-
tions dans le chapitre I. Par exemple, pour le cas n =10, ou n =20, etc. on
obtiendra des configurations analogues pour 10 points quelconques d’une sur-
face du 22 degré, ou pour 20 points quelconques d’une surface de 3m¢ ordre, etc.
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CHAPITRE III.

AUTRES INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES DES GROUPES
DES SUBSTITUTIONS DE 6 LETTRES.

§ 1.

Interprétation géométrique an moyen de 6 complexes linéaires
do droites deux A deux en involution dans Rs.

75. Soient donnés 6 complexes linéaires de droites 2,=0, r,=0,...,
r,=0 deux & deux en involution. Pour que y,, ¥,,..., y, soient les coordon-
nées d’une droite, il faut que soit satisfaite la relation quadratique

yi+y:ty+---+y=0. (1)
Si ¥, ¥:,..., ys ne satisfont pas & cette relation, 1'équation
Y1Zi+Yselet -+ Y 2e =0, (2)

représente un complexe linéaire général.

Les 6 complexes linéaires ont, deux & deux, deux directrices- communes, qui
forment, 6 & 6, 15 tétraddres, que KLEn appelle fondamentaux. Leurs sommets
et leurs faces sont distincts, de maniére qu'on a 60 sommets et 60 faces. Par
exemple, les deux complexes z, =0, x, =0 ont pour directrices les deux droites:

1, +i, 0, 0, 0, 0

que I'on peut désigner par le symbole 12. Le tétratdre donné par les six di-
rectrices 12, 34, 56 peut étre représenté par le symbole 12-34-56, de méme
que le triangle A,; de 1’hexagramme. Nous désignerons aussi ce tétraddre par
le symbole 6,, (*).

(*) Une droite dans l'espace & 3 dimensions a 6 coordonnées pi, ol pu = (Y:2: — ¥ 2:),
étant y,, ¥y, Y3, Y43 %,y 2y 23, 2, deux points quelconques de la droite. 8i u,, v, sont les
coordonnées de deux plans passant par la droite, on a =4 = uiv, — u,v:. Entre les coor-
données p.. et =, il existe les relations

B =p,yPy + P31 05 + PruPea =0, DPysiPyy P34 Poy " Poa Pra = Tyt Tagt Moyt Ty P Tag i Ty
Krmix a démontré qu’étant donné un complexe da 2 degré 2 =0, on peut transformer li-
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76. En permutant les coordonnées y,, ¥.,..., ¥ 4’ une droite p de toutes
les maniéres possibles, on obtient 720 droites, car la relation (1) reste toujours
inaltérée. Si I'on considére encore deux droites ¥';, ¥";, qui rencontrent la pre-

néairement R et @ en deux équations contenant seulement les carrés de 6 variables pa,
lorsque les racines du déterminant de la forme R + A2, égalé & zéro, sont distinctes. (Inaug.
Dissertation: Ueber die Transformation der allg. Gleichungen 2 Grades zwischen Linien-
coordinaien auf eine canonische Form. Bonn, 1868). De maniére que R peut prendre la forme:

B+al+...+2i=0 ?)

ol z,, Z,,..., z, sont six complexes linéaires en involution. (Voir aussi KLeix, Math. Ann.,
vol. 2). On trouve beaucoup de propriétés mouvelles sur cette figure dans mon Mémoire.
Sopra alcune notevoli configurazionsi, ecc. Mem. II, Atti della R. Acc. dei Lincei, 1881.

8i nous considérons comme tétraédre fondamental le tetraddre 0,,, les formules de trans-
formation entre les coordonnées p, et z: sont:

Pu=T 1%y, Py =Ty + T, P =T+ 1T, . —
) . . t=y-1 M
Dy =%y — 1Ty, Doy =%3 — 37, DPgg = Ty — 8%,
d’ol:
Zy =Pt Py Ty = Par+ Priy T3 =Pt Py )
Zy = i(P3gq — Dy2) 2, =1(Pyy — Pa1)s Zg=1(Pyg —P.¢) s
Etant donné le complexe linéaire
Apy + Bpy + Cpy~+ Dpyy+ Epy+ Fp,y = 0 (8)
on en détermine 'équation en coordonnées z; au moyen des formules (2); on a:
z,(C+ F)+izy(F - C)+2,(B+ E)+ iz, (E—B)+x,(D+ A) +iz,(A—D)=0 (3)
ou bien en posant:
¢C+F=a, iF-C)=a, B+E=a, i(E-B)=a, )

@)

. )
A+ D=a, {(A—D)=a, )
on déduit:
6,2, +ayTy+ ...+ a;z=0. 3)
Des formules (4) il résulte:
A=a,—1ia,, D=a;+1ia, B=a,+ia, E=a,—1ia, ) )
C=a,+ta,, F=a,—1ia,. )

DIRECTRICES DK DEUX COMPLEXES LINEAIRES DE DROITES.

Etant donnés en général deux complexes linéaires de droites, dont les coefficients sont
ABCDEF, A'B'C'D' E'F', ils déterminent un faisceau de complexes dans lequel les deux
directrices sont deux complexes spéciaux; donnés par les deux racines de I’équation:

(AD +BE)+ [(AD+AD)+(BE+BE))u+(4D+EB)=0 (5)

(PLicker, Neue Geometrie des Raumes, pag. 69).
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mitre en un méme point P, en opérant toutes les permutations paires de 6
lettres sur les coordonnées y;, y';, ¥";, on obtient trois groupes de 360 droites,
qui se coupent 3 & 3 suivant 360 points formant un groupe (P)sso- En opérant
sur les coordonnées y;, y';, y": les permutations impaires, on a trois groupes
de 360 droxtes, situées 3 3 3 sur 360 plans d’ un groupe (M)ss0, qui est relié
au groupe '(P)sso- Done (4): :

Théoréme CLXXXIII. En permutant de toutes les maniéres possibles les
6 coordonnées y,, y.,..., Yy d’une droite p, on obtient 120 droites d’'un groupe

Par les formules (4) on en déduit:
(a2 + 6% + 6+ oYt + (3,85 +6,8" + 6,0 + 6,0 ) + (6} + a6} +a} +a}) =0. (5)

étant a,, a,,..., G4; @'y, @'y,..., @'y los coordonnées des deux complexes.

FORMULES DE TRANSFORMATION ENTRE LES COORDONNEES D' UNE DROITE
ET CELLES DE S8A POLAIRE PAR RAPPORT A UN COMPLEXE LINEAIRE DE DROITES.

Soit: .
"Apy 4+ Bpy+ Cpy +Dpyy+ Epy + Fp,, =0. © - (8)

Leos formules de trausformation entre un point z,, z,, 7y, x, ot son plan focal, ou polaire
%, Uy, Uy, %,, par rapport & ce complexe sont d’aprds PriickEr:

z,=Du,+ Cuy— Bu,, z2,=FEu,— Cu,+ Au,, . a (7)
zy=Fu,+Bu,— Au,, 2,=— (Du,+ Euy+Fu)) )
ot, par conséquent, en considérant la droite p. qui joint deux points z;, x";, on obtient les
formnles de transformations demandées, savoir:
p(Z, X'y — ' Zy) = ppyy = C(CPy+ Dp'yy + Bp,‘ +Ap, +EP43) -
—(BE+ AD)p',
P (2% — Zy2) = o0y =F (Bp'yy+ Dp'yy + Ap'y, + Ep'y + Fp'yy) \
—(BE+ AD)p',,. J

De méme pour les autres coordonnées. Au moyen des formules de transformation (2) on
obtient:

p2, = — (6} + a} +a} + a} + 6} — o)) T, + 0,(a, %y + 0,7, + a, X'+ 0,7, + a,7",), ete.

(®)

(*) En effet, si I'on opdre sur les coordonnées d’une droite y, une permutation paire on
a alors une homographie parmi les points de 'espace, car le déterminant donné par la
permutation est négatif; tandis que si I'on opdre une permutation impaire le déterminant
est positif, et, par conséquent, on obtient une réciprocité entre les points et les plans de
P’espace, de manibre que si une droite passe par un point, la droite correspondante est
située sur un plan.
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(p)r2o- Un point P donne lieu a un groupe de 360 points (P), et de 360 plans
(M)aso - Et, réciproquement, un plan du groupe ()., donne liew aux deux mémes
groupes (M), et (P)seo-

Les deux groupes sont corrélatifs.

Des 15 TETRAEDRES ET DES SURFACES DE 2! DEBGRE a5.

77. Le groupe d’un triangle A.,g, par exemple du triangle A,, de I'he-
xagramme, ou bien de la surface A,, de 'espace & 5 dimensions du chapitre
précédent, est aussi le groupe appartenant au tétraédre 6,, de cette figure. Donc:

Théoréme CLXXXIV. Les 15 tétraddres fondamentaux 6,z correspon-
dent aur 15 triangles A,z de Uhexagramme.

Si I'on considére les trois complexes linéaires:

x1+zg=0, $3+174=0, 975+$¢=0
ou bien ,
x1—$,=0, x3—$4=0, x_-,—-x,=0

d’aprés la régle donnée par Kiewn (*¥) (!), il est facile de voir qu'ils détermi-
nent une surface de 2! degré, dont I'équation est:

XX+ T+ XX =6, =0.

Cette surface admet aussi le méme groupe que le triangle A,,, donc:
Théoréeme CLXXXV. Aux 15 triangles Aqg correspondent aussi 15 sur-
faces de 23 degré 6,5, qui ont respectivement le tétraédre 6,5 comme conjugué.
Théoréme CLXXXVI. La surface 6,5 est polaire réciproque d’elle-méme
par rapport aux 6 surjfaces dont les symboles ne contiennent ni Uindice « ni f3.
La polaire réciproque de la surface 6.3 par rapport & ume des 8 autres

(*) L. c., pag. 209.

(*) Si on a un complexe @, z, + @,Z,+ ...+ a;7, =0, on appelle la quantité a}+a}+ ...+ a}
I'incariant du complexe. 8i I’on considére un autre complexe b,z, + 8,2, + . .. + b2, =0,
la quantité a,b, + a, b, + ...+ a,b, 8'appelle Vinvariant simultané des deux complexes. 8i
on a trois complexes linéaires, et 4,,, 4,,, 4,, sont leurs invariants et 4, 4,,, 4,, leurs
invariants simultanés, I'hyperboloide qu’ils déterminent, est donné par le déterminant:

|0 f £ f
fl A“ Alt AIS

L]
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SUrfaces Bayy...y bary Oayy---y O, (2, B, 7, 3, ¢, A sont identiques, & l'ordre pres,
aux ‘indices 1, 2, 3, 4, 5, 6), par ex., a la surface 6.,, est la surface 6g, (V).

Théoréme CLXXXVII. Du point P on obtient au moyen du groupe du
triangle A,y (n.° 49) 24 points (P) s et 24 plans (A)se des groupes (P,
Mseo. Les 24 potnts de (P)y,, forment 6 tétraédres conjugués par rapport &
la surface 6,,. Les faces de ces tétraddres sont les 24 plans de (IT)ys.

Si le point P par exemple correspond & la droite y,, ys, Ys, Yu, Ys, Y, la
JSace opposée 11, du tétraédre, qui a pour sommet le point P, est donnée par lu
droite Ys, Y1y Yo, Yay Yoy Ys-

Les 360 points de (P, et les 360 plans ()5, forment de 15 maniéres dif-
férentes 15 de ces groupes (*).

(*) En opérant la transformation entre les coordonnées p;. et z;, I'équation de 1a surface

0,, devient:
—Pat P P+ P~ P+ P =0
ou en coordonnées de points:
—yit+yit+yi+yi=0

(A., Sopra alcune notevoli conf., etc., 1. c., Mém. II). La droite p,q, Py(y D3y Posy Puey Pos
a, par rapport & cette surface, la droite polaire P,y — P.sy Pouy — Pays Peasy — Pyy» Ou bien
la droite z,, z,, x4, z,, 75, z, & pour droite polaire la droite x,, z,, z,, z,, ,, z;.

On obtient la surface polaire de la surface

Oy =, %y + Ty T + 2,2, =0

par rapport & 0,, en remplagant au lieu de z,, 7,, Z;,..., Z; les coordonnées z,, z,, z,
Zgy Tgy Ty, qui est, comme on le voit, la surface 0, elle-méme. La surface polaire de
0,9 = %, %, + TyZy + x,2, = O par rapport & la surface 0,, est la surface

Oy = Z, &, + Ty T, + Ty75 = 0.

(*) Supposons qu’au point z,, 2,, 2,, 2, correspond la droite z,, z,, 7y, z,, 7, 7, que
-1'on trbuve em joignant le point 2; avec un autre point 2';, on a, au moyen des 24 substi-
tutions paires du groupe A,, (n.° 49), les 24 droites et du point 2, les 24 points correspon-
dants suivants, accompagnés avec les droites de Pasoar correspondant aux 24 hexagones
représentés par les 24 droites.

z,, z,, 245, 2z, ! T, Xy Ty Xy Ty T Phs
L 12, —2,, 2y 12, Ty Ty Ty Ty Ty Ty Py
' 12, 2o 12 — 2 | Xy Ty Ty T T Ty Plu
2y, i2, —2, 2y | Ty Ty Ty Ty T Uy Pl
2y %y 2y —R | Ty T T, Ty Ty T Pl
IL —i2,, =2, zy, iz, : Ty Ty T, Ty Ty Zg Pl
izg, —2,, 42, —23 T X3 X T2 Tg P

. . u
124y, —12, ) 2y Ty Ty Ty Ty Tg Ty Pix
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De ce théoréme on tire:
Théoréme CLXXXVIII. Les 360 points (P)wo sont situés 15 & 15 sur
les 360 plans de (W), et, réciproguement, ceuz-ct passent 15 & 15 par les 360
points (P)seo- o
Les 15 points situés sur un de ces plans I forment 15 triangles A'.g con-
Jugués respectivement par rapport aux 15 coniques d’intersection du plan I
avec les 15 surfaces 6ag (V).

—2y, LY 23, Ze Ty Tg Xy Ty T, Ty Piis

IIL 12y, — 25 2 —i2, Ty Ty Ty Ty Ty Tg Pl
iz, 2y, —i2,, —2, Ty Ty Ty T, Ty X, s

iz, —iz,, —z,, z, Ty Ty T, Ty Ty T, i

2 — 2y 24 23 | Ty Ty Ty T Ty T Pils

IV, t:zs, —z,, —.z,, REA | Ty &, &y Ty Ty T, Pis
12, 2y 32y, Zy L Xy X T Ty Ty T Pis

—izy, iz, —25, 2, | 7, T T3 7 T ol

2, —2g, —2, 2, Ty T, Ty Ty T, Ty Pia

v 12,, 2, —2zy, 12, Ty Ty Ty Ty T, T Pls
' —1iz,, 24 iz, 2 T, Ty Ty Ty Ty T, Plw
—izy, 12, —2, —2, Ty Ty Tg Tg Ty T, Pix

—2z, —2, 2, 2z, Ty T T, Ty Ty T, P

VI 12y, —24, —2, —12, Ty Ty Ty T, Ty T, Pu
12, 2y, —i2,, 2, To Ty T, Ty T, Ty P

—iz, —iz, —2y 2y Ty Tg Tg Ty T, Ty Plss

Les 24 substitutions impaires du groupe A,, donnent 24 plans. Nous avons vu qu’a la droite
Tgy Tyy T,y Tyy Lgy Ty correspond le plan des coordonnées — z,, z,, z,, z,. Co plan est évi-
demment le plan polaire du point z,, 2,, 2;, 2, par rapport & la surface

le=—yi+yi+yi+y;=0

et il contient en outre les trois autres points du tétraédre I. Le plan polaire du point iz,,
— 24, 2,, iz, passe aussi par les trois autres points de I; donc le tétradédre I est un te-
traédre conjugué par rapport & la surface 0,4, et les faces de ce tétraddre sont des plans du
groupe (),

(*) Nous avons vu, qu’en se rapportant au tétraédre 0,,, & la droite x,, z,, ,, ,, Z;, %,
correspond le plan — 2, 3,, 24, 2,. La droite, qui correspond au pdle de ce plan, par rap-
port & la surface 0,,, s'obtient, d’aprés ce qui précéde, en opérant sur les indices de z,, x,,
Zyy Ty Tgy &g 18 substitution (12)(34) (56) donnée par les indices de 6,,; de méme pour les
autres surfaces 0.3. Pour obtenir les trois droites correspondant aux points du groupe (P) ,,,
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On sait que les six pdles d’un plan Il par rapport aux 6 complexes fonda-
mentaux sont situés sur une conique, et qu’ils n’ont aucune autre particula-
rité (*). On déduit:

Théoréne CLXXXIX. Les 15 points P d’un plan II sont situés respec-
tivement sur les 15 cotés de I'hexagramme H, déterminé par les 6 piles du
plan par rapport aux 6 complexes fondamentaux (*).

situés sur le plan — z,, 2,, 24, 2,, il suflit d’opérer sur les indices de la droite donnée les
substitutions (56), (34), (12). Si I'on fait cette opération pour toutes les surface 9,5, on trouve
seulement 15 droites correspondant & 15 points P situés sur le plan 11 donné, car en effet
on a seulement 15 transpositions (»5), et le théoréme est ainsi démontré.

Les 15 droites du plan — z,, 2,, 2y, 2, sont:

a2) x, 2,7, 3 76 7, 123) gy, &, Ty g T4 (35) &, x, x, T, T4 Ly
(13) wyiryx, v, ¥g (24) a,z,m Ty, iy (36) x, &, a, &g Ty iy
(14) z, v, z, 7,747, 25) a,a,x, aTy0, T, (45) w, x, x5 s X, T,
(15) @y wg g g v (26) @ w0y, ary g0y (46) g,y X X, oLy
(16) &, xy a0y a, g (34) wyx, g xy gy (56) xy &, &, oy Tx T,

On sait que le rapport anbarmonique des 4 points d’intersection d’une droite avec les faces
d'un tétratdre est égal au rapport anharmonique des plans passant par les sommets et par
la droite. Au moyen des substitutions du groupe A,, le tétraédre 0,, se transforme en lui-
méme, donc: les 48 droites, qui dérivent d’une droite donnde, coupent les 4 faces du tétraddre
0., en 4 points d’un méme rapport anharmonique, car une substitution nous donne, comme
nous Vavons vu, une homographie ou bien une réciprocité de I'espace. :

(*) Kieis, Math. Annalen, vol. 2, 1. c.

) Etant donné un complexe Imealro

APy + Bpy+ Cpyy+ Dpyy+ Epgy + Fpy =0
le pdle du plan u,, u,, uy, u, par rupport & ce complexe est, d’aprés Priickes (L. c., pag. 81)
y, = Du,+ Cuyg— Buy, yy=Eu, — Cu,+ Auy, ys = Fu, + Bu, — Au,,
cyy=— (Duy + Eug+ Fuy).
Si nous considérons le complexe &, =0 ou p,,+ps,;=0ona C=F=1,4=B=D=E=0
d’od
Yy = Uy, Yg = — Uy Ys =Ygy Yg = - Uy
Si le plan donné est le plun - z,, z,, ,, 2, le pdle est évidemment z,, 2,, z,, — 2.
Les poles de ce plan par rapport aux autres complexes fondamentaux z, =0, z, = 0,...,
2 =0 sont z,, 2,, —2,, 243 25, — 2,y 2,y T4 23y T4y 2,y —2ej 24y Ty — 29y 245 24y — 23,
2,y 2,. Les coordonqées des points de la droite des deux premiers points sont: z,(1 + 7),
Z2(L-+2), 2,(1 =1), 2,00 —1).
En posant A = — ¢, nous obtenons précisément le point iz,, iz, — 2,, 2; qui est un des
15 points P du pl.n II considéré.

Annali di Matematica, tomo XI. 29
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Théoréme CXC. Si le point P tombe sur une des surfaces 6.3, les 360
points de (P, se distribuent 24 & 24 sur ces surfaces, et les 360 plans de
(M), Somt tangents 24 & 24 en ces mémes points auxr mémes surfaces.

(GROUPES CORRESPONDANT AUX DROITES DE PascAL.

78. Aux triangles A,3A,,, qui déterminent une droite de Pascar, corres-
pondent les tétraddres 6,3, 6., et les deux surfaces 6,2, 6q,. Ces deux surfaces
se rencontrent suivant une courbe C*¢ de 4™° ordre qui correspond a la droite
de Pascar A.gA,,. Donc:

Théoréme CXCI. Aux 60 droites de PascaL A.gAa, correspondent 60
courbes C* de 4 ordre 5,55,,, qui sont Uintersection de deux surfaces 6,g, 6.

Théoréme CXCII. Les 6 points P de (P)y, et les 6 plans II de (IT)y, dé-
terminés par le groupe de la droite de PascaL A.3A.,, forment deux figures
polaires réciproques par rapport @ la surface Gs,.

Les 360 points (P), et les 360 plans (Il)y, forment de 60 maniéres dif-
Sérentes 60 de ces groupes ().

Théoréme CXCIII. Si le point P tombe sur une des 60 courbes G.p5a.y, les

360 points de (P).,, se distribuent 6 & 6 sur ces courbes.

(GROUPES CORRESPOXDANT AUX POINTS DE STEINER.

79. Le groupe des deux points de STEINER Ge, Gie (0.° 32) est repré-
senté par la surface du 2! degré

xf+:r§+:r’—x +x’+9: =0=_8s; (1)
qui a pour tétraddres conjugués les tétraddres
. 812y by 623; bisy Gicy Gse-

Les dix surfaces (1) ont été trouvées par Kreix (*) (). Donc:

(*) Nous avons vu, au n.° 50, qu'en partant de la droite de PascaL 163254 = A A,, les
12 permutations correspondantes sont contenues dans le groupe A,,. Or, des 6 permutations
paires on obtient les 6 permutations impaires en opérant la substitution (12)(34)(56); on
sait aussi qu'en opérant cette méme substitution sur la droite x,2,2,2,x,a, correspondant
au point 2,, 2,, 2,, 2,, on obtient la droite ,z,7,2,7,24, qui correspond au plan polaire
de ce point par rapport & la surface A,,. Mais (12)(34)(56) est une substitution du groupe
de la droite A4 A,,, done la droite iy irg.c, T, 7Ty, qui résulte de z, 7Ty 7,75 T,, cst la polaire
de cette droite par rapport & la surface A,.

(*) Kumix, 1. c., pag. 209.

™ A, Sopra alcune mnotevoli config., etc., 1. c., Mem. II.
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Théoréme CXCIV. Un quelconque des 10 couples de points de STEINER est
représenté par une des dir surfaces S.s, fondameniales de Kue.

Une surface S.gy a pour conjugués les tétradres 6.z, 8ay, 65,5 6, b2, bu,
qui forment une figure identique aux deux ternes des tétraédres (4), (B), (C);
(P, (P7), (P") du n.° 35.

Théoréme CXCV. Les 6 surfaces 6az, 54y, 83,5 Gac, 602, 61 sont polaires
réciproques d’elles-mémes par rapport & la surface S.g, de KuEis.

Une surface 6,5 est polaire réciproque d’elle-méme par rapport aur 4 sur-
faces Sa.gy, Sass, Saz, Sapr. L’ensemble de ces 4 surfaces correspond & la
droite de StENEr-PLiicKER ¢,3 et au point de Satmox S, (').

Théoréme CXCVI. En opérant sur le point P les substitutions du groupe
XVI, on obtient un groupe de 36 points et des 36 plans de (I).,. -

Les 36 points sont situés 4 & 4 sur les 36 plans et ceux-ci passent 4 & 4
par les 36 points. ,

Les 360 points de (P)s, et les 360 plans (Il)., forment de 10 maniéres dif-
férentes 10 de ces groupes (*).

Théoréme CXCVII. Si le point P tombe sur une des 10 surfaces S,s,,
les points (P), se distribuent 36 & 36 sur ces surfaces, tandis que les plans
(M)seo sont 36 & 36 tangents en ces mémes points auxr mémes surfaces.

() En opérant la transformation entre les coordonnées p,. et x: I'équation de la surface
8,4, = @} + @} + 3 = 0 devient:

Ply+ P+ P+ i+ Pl +pL=0
ou bien en coordonnées de points:
yityi+yi+yi=0.

Une droite qui a les coordonnées p,qy, Pyys Pars Pecs Pigs Pas 00 Ty Tyy Tyy Ty Tyy Ty 8
pour droite polaire, par rapport & cette surface Ja droite py ., P.yy Poss Payy Pssy Pyy OU Ty,
— Tyy Tgy — gy Tyy — Tys

Trouvons maintenant la surface polaire de 8,, = &, &, + 7,7y + &, &5 = 0 par rapport a
cette surface. En remplagant z,, x,,... T, par €,, — T, Ty, — &L, Ty, — &,, on obtient la
surface 0, elle-méme. Donc le théordmo est démontré.

(*) On obtient, au moyen des 72 substitutions du groupe XVI (n. 52), 36 points P et
36 plans M. Au point 2,, 2,, 2y, 2, correspond toujours la droite &,z,7yZ,,&,; mais dans
le groupe XVI il y u la substitution (12)(34)(56), donc parmi les 36 plans il y a aussi le
plan correspondant & la droite x &, ¥, 7y7,7s. Co plan d’aprés la Note, pag. 221 contient
les 4 points correspondant aux droites

ToXgX (B Ty, Tyl T TyXgTgy Tl T Tlglyy T (L Tyl g Ty,

qui sont aussi contenus parmi les 36 points P; donc le théordme est démontré.
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(GROUPES CORRESPONDANT AUX FIGURES II.

80. Thcoréme CXCVIIIL. Le groupe d’une figure 1, par exemple I, est
représenté dans Uespace par Uensemble des 5 tétracdres, 5:,51391461.9:.4, ou bien
des D surfaces des mémes symboles.

Les arétes de ces 5 tétraédres conticnnent tous les 60 sommets et par elles
passent toutes les 60 faces des 15 tétraédres ,3.

Théoréme CXCIX. Les 60 points P de (P).,, donnés par le groupe d’une
figure M, par ex. III, déterminent 5-15 tétracdres qui sont conjugués 15 a
15 par rapport aux surfaces G, 553, b, 535, bas, €t dont les faces sont des
plans T ().

84. Si l'on considere le complexe linéaire

r+r,+r+r+2+2=0

que j'appelle le complexe unité, on voit facilement qu'il s¢ transforme en lui-
méme par les permutations des 6 coordonnées. Il y a deux groupes trés-inté-
ressants de 6 droites qui se transforment en eux-mémes par les permutations
des 6 coordonnées; ils sont formés par les directrices communes aux 6 com-
plexes fondamentaux et au complexe unité.

Les deux directrices de z,==0 et du complexe unité ont les coordonnées

#Y=5, 1, 1, 1, 1, 1 ().

(*) D’aprés la Note (1) pag. 220 on voit que la droite 7,2, x, Ter3, correspond au péle
du plan correspondant & la droite 7,z x, 3,7y par rapport & la surface 0y, = z, &, +
iryirg + Ty = 0. Consgidérons les 4 droites suivantes:

Ty T dg g,y F I A Y S U L N (»

Les points relatifs aux trois derniéres droites sont contenus dans le plan correspondant
A la droite a7y 7s. Ces points P forment avee le point correspondant & la droite
Lyl il Tg¥yTy un tétraédre conjugué par rapport & la surfuce 6,,, comme il n'est pas dif-
ficilo de le voir d’aprés les régles donndes & la Note (2) pag. 219. Mais les 4 droites (»)
appartiennent au groupe de la figure IIL[; les 60 puints P qui en résultent forment, en
conséquence, 15 tétraédres conjugués par rapport & 9,,, et dont les faces sont 60 plans 1.
La droite qui correspond au plan des trois points relatifs aux trois dernidres droites de (*),
est &y, i, ag.rg0, qui n’appartient pas au groupe de la figure IIL avec celles des 60
points P.

(*) En effet, si Yon détermine dans ce cas la valenr de u dans 1'équation (5) de la Note
a pag. 216, et qu'on substitue ensuite dans 1'équation

Ty+ Ty + Ty + &+ Tyt g+ 0, =0,

on obtient les deux directrices =\ 5, 1, 1, 1, 1, 1. En opérant sur une de ces droites,
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82. Si l'on considére un complexe quelconque, par exemple
z+ o)+ 2] g+ 2 =0

qui se transforme en lui-mé&me par les permutations des 6 coordonnées, sa sur-
‘face focale (Brennfliche), se transforme aussi en elle-méme, c’est & dire chaque
point P de la surface détermine un groupe (P)., inscrit & la surface, de méme
quw’un plan II tangent & la surface détermine un groupe (I)y. circonscrit.

Cette surface a les mémes propriétés par rapport aux 15 tétraédres fonda-
mentaux 6,5, aux surfaces 5,5 et auxr 10 surfaces S,z,.

SECTION DE LA FIGURE AVEC UN PLAN.

83. Soit donné un plan II; ses six podles par rapport aux 6 complexes
fondamentaux soient 1, 2, 3, 4, 5, 6. On a les théorémes suivants:
Théoréme CC. Les 15 couples de directrices des 6 compleres fondamen-
taux coupent un plan M en deux groupes de 15 points T'(eb T'@b  situds
deux & deux sur les 15 cotés de Uhexagramme H, diéterminé par les six péles
1, 2, 3, 4, 5, 6 du plan 1T par rapport aux six complexes.
Les deux points, par ex. T, 09, divisent harmoniquement le segment 12 (*).
Théoréme CCI. Les 30 points T'eb) T'(@) sont situés trois & trois sur
les 60 droites d’intersection du plan I avee les 60 faces des 15 tétraddres 6,5.

Ils sont aussi de 10 maniéres différentes les sommets de 6 quadrilatires,
donnés par un des 10 sextuples de tétraédres 8.5%.,55,, 65 955a-

Il y a aussi 6 groupes de 5 de ces quadrilatéres, dont les 30 sommets sont
les 30 points T, T b (2),

Ces 30 points ne forment évidlemment pas la figure analogue & celle des 30
points . P, ;P"# du n.° 74, car ceux-ci sort situés 3 4 3 sur 80 droites et en
outre les points P';/*) ne forment pas la méme figure que les 15 points ,P;*,
tandis que les points T'(@® ont les mémes propriétés que les 15 points T'(@d),

par exemple + /5, 1, 1, 1, 1, 1, toutes les substitutions des 5 indices 23456, elle reste inal-
térée, tandis que les tétratdres 0,5 se transforment en eux-mémes, ou I'un dans I'autre,
donc: Les droites des deux groupes considérés coupent respectivement les 15 {éiraddres en
quatre points @’un méme rapport unharmonique. Un point d’une droite d’un des deux groupes
donne un groupe de 360 points distribués 36 & 36 sur les 6 droiles du groupe, et 360 plans
passant 36 & 36 par les mémes droites.

(*) On sait que les pdles d’'un plan par rapport & deux complexes linéaires de droites
sont situés sur la droite qui joint les deux points d’intersection du plan avec les direc-
trices des deux complexes, et on sait aussi que les pdles divisent harmoniquement ces deux
points (PLiiceer, 1. c.). o :

(*) Cela résulte évidemment de la figure méme des 15 tétraddres Ous.
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Théoréme CCII. Les 10 surfaces de Kuex S,g, rencontrent le plan 11 sui-
vant les 10 coniques Sap. qui ont pour triangles conjugucs deux triangles, dont
les sommets sont trois de 6 points fondamentaux de Uhexagramme H (*).

Thévoréme CCIIL. Les 6 quadrilatéres des dix sestuples de points T (@
T'@® sont respectivement conjugués par rapport auz 10 coniques Zqpe (%).

Théoréme CCIV. Les 15 surfaces 9,5 rencontrent le plan I suivant 15

coniques b,3. Par rapport & la conique 8,, sont conjugués le triangle A’y (voir
le théor. CLXXXVIII) et le quadrilatére T3, T'0; T TG0, T6o T,

(*) La surface S,y ou S, correspond au couple des points de Striver G4, G4 dont
le symbole est:

| 12 34 56
| 45 61 23 (n° 24). )
36 52 14

La surface S,,, a pour tétraddres conjugués les tétraddres 8,,, 0,4, 0,55 0,5, 8,4, 055 qui
sont donnés par les lignes horizontales et verticales de (1).

En rapportant toute la figure au tétratdre 0,5, au moyen des formules de transformation
entre les coordonnées p,, et ; (n.° 76), on trouve que les autres couples des directrices 13,
15, 35; 24, 26, 46 ont les coordonnées: .

pour 13 p,=1, py==xi, pu=0  Pyu=1,  Py=x%i, Pp=0;

» 15 py=1, py=0, Pu=E4, py=1, Pu=0, puy==xi;

» 35 p,=0, py=1, Pu==i, Py =0, Pu=1 F A H

» 24 py=i, py=Fl, p =0, py=-4, pyu=xl; py=0;

» 26 py=i, py=0, Pu=TFL py=—i, Py =0, py==+1;

» 46 p,=0, py, =1, Pu=F1l py=0, py=—i pn==x1;
tandis que I'équation de la surface S,, est:

yi+yit+yi+yi=0

On démontre facilement que cette surface contient les directrices des couples 13, 15, 35;
24, 26, 46. (Voir A., Sopra alcune noteroli config., etc., 1. e., Mem. Il.) Done une surface
S8y passe par les direclrices des sixz couples qui ne sont pas compris dans le symbole corres-
pondant (1).

Maintenant coupons la figure avec le plan Tl. Les points T T '@ gituds sur les cbtés
13, 15, 35; 24, 26, 46 de I'hexagramme des six péles, par ce qui précdde, appartiennent
4 la conique d’intersection du plan Il avec la surfuce S,,,. En conséquence, les points 1,
3; 3 et 5 sont divisés harmoniquement par cotte conique, c'est & dire que le point 3 a pour
polaire la droite 15; de méme pour les autres sommets des triangles 135, 246. On voit
aussi que les indices abc des coniques X se rapportent aux poiuts fondamentaux de I’hexa-
gramme, tandis que les indices xfy des surfaces S de Kueix se rapportent aux 6 indices

des figures TII.
(*) Cela résulte dvident par la figure méme des tétraddres 0,5 et des surfaces de Kumm.
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84. Théoréme CCV. Les poles S S'@D du plan 11 par rapport aux
deux complexes x4+ x,=0 sont situés sur les cotés ab de U’ hexagramme H
divisant harmoniquement les segments ab et T(ab) T'lab),

Théoréme CCVI. Le pile S+ du plan II par rapport au complexe
r.+ 2,4 2,=0 est le point d’intersection des trois droites 15, 2803 3 S0
qui joignent les points fondamentauzx 1, 2, 3 respectivement aux points S
S S,

Théoréme CCVII. Le pole S du plan TI par rapport au complere
T+ T+ 23+ 2,=0 est Uintersection des 4 droites 180, 25t 3Gu)
480, Par ce point passent aussi les trois droites St S0, 6‘"’8"" S(“) ),

Théoréme CCVIII. Le pole S“=%) du plan 11 par rapport au complexe
T+ 2+ 23+ 2+ 25, =0 est Uintersection des b droites

S(e:us)’ S(ms)’ S(ms)’ S(uu).
Par ce point passent aussi les 10 droites S@¥ Sicde) (g, b, ¢, d, e étant, iden-
tiques & P'ordre pres, aux indices 12345).

Théoréme CCIX. Le pile S du plan I par rapport au complexe
unité 3x,=0 est le point de rencontre des 6 droites

1 S(eatsc), 2 S(msc), 3S(|usc), 4S(msc), 5 S(n:m)’ 6 S(m«;).

Par ce point passent en outre les 15 droites S'@®) Sdef) et les 20 droifes
Stabe) Sdef) (abcdef étant, identiques a I'ordre prés, aux indices 123456).
De méme on peut obtenir les poles par rapport aux autres complexes

i;ia’ +x3ix‘ia‘5irc=0. (l)

Les équations des 6 complexes polaires des 6 complexes fondamentaux par
rapport au complexe unité sont:

—2z, 4+ z 42tz 42+ T,—0

2, —2%, 42,47 +2+ 2,=0 /
. (2)

4+ T4+ r+2s—20,=0

ces complexes sont naturellement deux & deux en involution.

De méme si 'on détermine les six complexes polaires par rapport 2 un quel-
conque des autres complexes (1).

On peut facilement construire les 6 poles 1', 2, 3, 4', 5, 6’ du plan de
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section Il par rapport aux 6 complexes (2). Les droites 11°, 22, 33, 44,
55, 66 doivent passer évidemment par le point S(*4¢) déja déterminé. La
droite 11" doit passer aussi, comme nous I'apprend le théoréme précédent, par
le point S0, Etant A le point harmonique de S par rapport aux points 1,
S(tesase). e point 1" est le point harmonique de A par rapport & 1 et S(t4e) (1),
Les 6 points 1, 2, 3, 4, 6' déterminent un autre hexagramme H', qui est
relié au premier par le pole du complexe unité. En continuant & faire avec
I'hexagramme H' les mémes opérations indiquées dans les théorémes précé-
dents pour l'hexagramme H, on obtient un autre hexagramme H’, et une
suite de nouveaux complexes et par conséquent d’hexagrammes, deux hexa-
grammes consécutifs ayant les mémes propriétés que H, H'.

Si U'on donne enfin au plan 11 des positions spéciales par rapport aux
tétraédres 6,5 fondamentaux, on obtient des hexagrammes spéciaux, qu’il serait
intéressant d étudier.

§ 2.

Autre extension des groupes de 1’ hexagramme pour 6 points
d’une conrbe gauche de 3™ ordre.

85. Soient donnés 6 points 1, 2, 3, 4, 5, 6 d’une courbe gauche C* de
3™ ordre. Nous avons donné déjd une extension des groupes de I’hexagramme
dans le chapitre II, § 7, en projetant les figures de I'espace &4 5 dimensions R,
sur I'espace & 3 dimensions.

Les théorémes de Cuasies et CreEmoxa sur la C*, obtenus au moyen du théo-

(*) En effet, le point S™%® est le pole du plan M par rapport au complexe
Ty 4+ T+ T+, + & +2g—2,=0,
tandis que A4 est le pole du plan I par rapport au complexs

Ty + T+ Ty + T, + X+ +2,=0
ou
20+ T+ T+ X+ T+ T, =0,

On voit donc que le pble 1' du plan 1 par rapport au complexe
=20 +d,+a, 0, +a, =0

est précisement le point harmonigue de A par rapport & 1, S,
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réme de Pascar, peuvent encore fournir par projection une nouvelle extension
des propriétés de I'hexagramme.
Etant donné un septitme point 7 quelconque de la courbe, les trois points
du schéma :
12 . 457
23 .576 -
34.1761

ou les droites 12, 23, 34 rencontrent les plans 457, 576, 761 sont, d’apres
CuascEs, situés sur un plan passant par le point 7. Crewona a démontré que
si le point 7 se déplace sur la courbe, les plans correspondants passent par une
sécante fixe p de la courbe C?, qui correspond donc & la droite de PascaL de
I'hexagone 123456, que nous avons désignée aussi par le symbole A, A;.

On obtient ainsi 60 sécantes p, qui correspondent au 60 hexagones gauches
de C® et aux 60 droites de Pascar. Elles peuvent &tre représentées par les
mémes symboles que celles-ci.

On déduit tout simplement par projection de I'hexagramme méme (*) les
théorémes suivants:

Théoréme CCX. A trois droites de Pascan, se rencontrant en un point
de STEINER ou en un point de KIRkMAN, correspondent trois sécantes p, situées
suy un hyperboloide qui contient la courbe C®.

Aux 20 points de STEINER G et aux 60 points de Kirkman K correspondent
respectivement 20 et 60 hyperboloides G, K.

Théoréme CCXI. A quatre points de StENER, situés sur une droite de
STEINER-PLUCKER ¢.p, correspondent 4 hyperboloides, qui se coupent suivant une
sécante g.g de C°.

Théoréme CCXII. A trois points de Kirkuax situés sur une droite de
CAYLEY c,p, correspondent trois hyperbolvides K, qui se rencontrent suivant
une sécante c.p, de la courbe C>.

Théoréme CCXIIL. A quatre droites de CavLey passant par un pomt de
SaLMox S.p correspondent 4 sécantes c.p, Situées sur un hyperboloide.

Théoréme CCXIV. Aux 6 figures II correspondent 6 figures de 10 sé-
cantes trois & troig sur 10 hyperboloides K, qui passent trois & trois pur les
10 sécantes p.

(*) D'aprés la remarque faite au n.° 6, une courbe gauche de 3™® ordre est tonjéun oon-
tenue dans un espace & 3 dimensions.

Annali di Matematica, tomo XI. 80
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Des systtmes [Z2],, en nombre infini on déduit aussi par projection un
nombre infini de systtmes de 60 sécantes z de C* et de 60 hyperboloides Z
passant par la courbe C3. '

J’ai donné ces théorémes pour faire voir que l'on peut aussi généraliser les
groupes de I'hexagramme de cette manitre pour la C*.

On peut aussi faire correspondre aux triangles A.s, par ex. 12.34.56 I'hy-
perboloide déterminé par les cotés 12, 34, 56 de I'hexagone de C®. On a
alors 15 hyperboloides A,s. Ils se coupent deux & deux suivant 60 courbes de
4™ ordre, qui passent toutes par les 6 sommets de I’hexagone. A un point
de Stexer ou & un point de Kireman correspondent deux points, etc. '

Si nous projetons I'hexagone 1, 2, 3, 4, 5, 6 de C* par un point quelconque
S. sur un plan, on obtient sur ce plan 6 points, qu'on peut regarder en gé-
néral comme quelconque. Au moyen de la géométrie descriptive, nous pouvons
aussi déterminer les projections p* des 60 droites p, ¢’ des 20 droites ¢, et ¢’
des 15 droites g. De méme, on peut construire les contours apparents des 20
hyperboloides G et des 60 hyperboloides K, qui sont simplement des coniques
touchant respectivement trois droites p’. Les coniques S touchent aussi 4 & 4
les droites g’ et les coniques K touchent trois & trois les 20 droites c'.

On voit que cela donne aussi une extension des groupes de 1'hexagramme
pour 6 points quelconques du plan. Ces six points se réduisent & 5 lorsqu’on
prend le point de projection S, sur un des 15 cbtés de I’hexagramme de C>.
La courbe méme est projetée sur une courbe rationnelle de 3™° ordre C* ().

§ 3.

Théordme analogue A celai de Pascal
pour 8 points de la courbe rationnelle du 4™ ordre
dans I’espace A 4 dimensions. — Corollaire ().

86. Cette courbe est déterminée par 7 points quelconques de V'espace R,.
Soit 8 un autre point de la courbe et considérons I'octagone 12345678, et

(*) On voit clairement par ce qui précéde, que la méthode trés simple que j'ai développée
dans ce paragraphe n'a rien & faire avec Jes méthodes que j'ai développées dans les para-
graphes précédents.

(*) A., Math. Annalen, vol. 19, I. ¢. On trouve développé dans ce Mémoire les propriétés
principales des courbes rationnelles d'un espace de dimensions quelconques. Le théoréme que
je donne ici se déduit par projection de la propriété de 7 points d’une cubique gauche.
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formons le schéma
123-56T=4" \

234.678 = A
345.781 =A%
456.812 =A%, |

On voit que les quatre points A, A®, A, Ay, ol se rencontrent respecti-
vement, les plans 123, 567, etc. des couples (1) (car dans R, deux plans en
général se rencontrent seulement en un point), forment un cycle; c’est & dire
que si I'on continue & former, en partant de 456 -812, un autre couple de plans
de la méme manidre qu’'on a formé le second couple du premier, ou le troi- -
sitme du second, on obtient le premier couple. Ce schéma a donc les mémes
propriétés que le schéma

e

12.45
23 .56
34 .61

de la droite de Pascar de 1'hexagone 123456 dans le plan R,.
On peut démontrer le théoréme suivant:
Théoréme CCV. Si 123456 T8 sont huit points quelconques de la courbe
rationnelle C* dans Uespace & 4 dimensions R, et que Uon forme le schéma

123 - 567
234 . 678 -
345.1781
456 - 812

les quatre points Ay, Ay, AY, A} ol se rencontrent respectivement les plans
des quatre couples du schéma forment un tétraédre, dont les 4 faces coupent
les diagonales 15, 26, 31, 48 de Voctagone.

Le 4 points déterminent un espace S; & trois dimensions. Dans tout I'octa-
gramme il y a 2520 de ces espaces.

Corollaire. Si les droites 12, 34, 56, 18 sont tangentes & la courbe C*,
les quatre points A, AY, A%, AL sont situés sur un plan, qui ne passe par
aucun des 4 points de contact, et qui n’est pas contenu dans lespace & trois
dimensions déterminé par ces quatre points.
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Ces théorémes se laissent aussi étendre aux courbes rationnelles C¢, C,...
C'™ des espaces R;, Rs,... R,,. Des lors le passage de C* & C*™*! se fait
comme dans le théoréme CuasLes-Cremoxa pour C® qu'on déduit de C*. La
projection dans R; et R, donne des théorémes pour les courbes rationnelles (*).

Leipzig, juillet 1881,

ADDITION.

AUTRES GROUPES DE SIX LETTRES.

87. Dans le groupe I des triangles A,,, n.° 49, il y a aussi les trois
groupes suivants:

VII* 1, (12), (34), (36), (12)(34), (12)(56), (34)(56).

Dans le groupe I il y a un seul de ces groupes, et il ne peut pas étre egendré
par deux substitutions. On peut Vengender par trois substitutions, par ezx.

(12), (12)(34), (12)(56).
VIII * 1, (1625), (16)(25)(34), (12)(36), (1526),
(34)(56), (15)(26)(34), (12)(34).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (1625), (16)(25)(34).
Dans le groupe I il y a trois de ces groupes.
VII*** 1, (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56),

(34)(56), (12)(34)(56), (15)(26), (16)(25), (15)(26)(34),
(16)(25)(34), (1625), (1526), (1625)(34), (1526)(34).

Ce groupe contient 8 substitutions paires et 8 impaires, et il ne peut pas étre
engendré par deux substitutions. Dans le groupe I il y a trois de ces groupes.
Dans le groupe des points de Steiner, par ex. X VIII, est contenu le groupe

(*) J'ai démontré dans mon Mémoire des Math. Annalen, 1. ¢., que d’une courbe ration-
nelle C* de R, on déduit par projection toutes les esptces des courbes rationnelles de n™
ou d’un ordre moindre de I'espace R, et du plan.
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suivant des 18 substitutions:

1, (135), (246), (153), (264), (135)(246), (135)(264), (153)(246),
(153)(264), (14)(25)(36), (163254), - (125634), (143652), (145236),
(165432), (16)(23)(45), (12)(34)(56), (123456).

Ce groupe peut étre engendré par deux substitutions, par ex. (135), (123456)
ou bien (135), (12)(34)(56). Il contient 9 substitutions paires et 9 impaires.

Dans le groupe XVIII il y a deusx de ces groupes.

Une chose trés utile & faire ce serait d’étudier les groupes géométriques, que
nous venons de trouver, par la méthode synthétique, et comme celle-ci rend les
choses plus visibles, on pourra trouver peut-étre des théorémes sur ces groupes
qui échappent & I'analyse et qui auront leurs correspondants dans la théorie
des substitutions.
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